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Presentación 


La Secretaría de Educación presenta la “Guía del Docente” de 
Matemática para Educación Media, que tiene su fundamento en el 
Plan de Estudio y Programas Curriculares, Área de Matemáticas, misma 
que fue elaborada por un equipo técnico en el marco del Proyecto 
l, Mejoramiento de la Enseñanza Técnica en el Área de Matemáticas 
(PROMETAM FASE III). 


Con esta Guía se pretende apoyar al docente en la intervención 
activa de mediación entre el contenido y las formas de aprendizaje. 
Además, brindar apoyo metodológico para favorecer los aprendizajes 
significativos que impacten en la motivación de los jóvenes y como 
consecuencia, se incremente la retención y aprobación, y se mejore el 
rendimiento académico de los estudiantes en los centros educativos. 


En la búsqueda del cambio hacia una nueva Honduras, el recurso 
AS humano es el único capaz de generar riquezas a través de la aplicación de 
sus conocimientos, competencias y acciones; por lo que se espera que 
los docentes realicen una labor educativa con calidad y pertinencia y la 
Secretaría de Educación a su vez, se compromete para que la población 
tenga acceso a una educación, que mejore en cada generación. 


Secretaría de Estado 
en el Despacho de Educación 


Instructivo de uso 
“Guía del Docente” 


Esta Guía está diseñada para orientar a los docentes cómo enseñar los contenidos para 
cada grado, prescritos en el Plan de Estudios y Programas Curriculares, Área de Matemáti- 
cas, usando como parte del proceso el Libro del Estudiante. 


Hay un plan de estudio para todas las clases y se espera que el docente lo ajuste según el 
rendimiento y el entorno de sus estudiantes. 


En el Libro del Estudiante hay una diversidad de ejercicios para garantizar el trabajo indi- 
vidual. Muchos de éstos podrán ser utilizados como tareas para resolver en casa y deben 
ser revisados individualmente o en forma colectiva, siempre dirigida por el docente para 
afianzar el conocimiento. 


Para mayor información véase la “Estructura y Aplicación de la Guía del Docente”. 
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1. Objetivo de la Guía del Docente 
Este libro es una guía que explica el plan anual de estudio y el desarrollo de las clases basado en el 
contenido del Plan de Estudios y Programas Curriculares, Área de Matemáticas. Si el Docente apro- 
vecha esta Guía, le ayudará a desarrollar su clase de manera efectiva y eficientemente para que el 
rendimiento de los estudiantes mejore. 


2. Estructura de la Guía del Docente 
Estructura Global: Está formada por dos partes: la “Estructura y aplicación de la Guía del Docente” 
que explica el contenido de la Guía y la forma como se utiliza y el “Desarrollo de Clases de cada Uni- 
dad” que describe los pasos a seguir para alcanzar los objetivos de cada clase. 


Estructura de la Unidad: En cada unidad se desarrolla paso a paso los contenidos conceptuales to- 
mados del Plan de Estudios y Programas Curriculares (PEPC). La estructura de cada unidad se explica 
detalladamente en el instructivo. 


3. Instructivo para el uso de la Guía del Docente y del Libro del Estudiante 
Esta Guía del Docente (GD) fue diseñada para enseñar los contenidos indicados en el PEPC, utilizan- 
do eficazmente el Libro del Estudiante (LE), para explicar los principios de cada tema y la manera de 
desarrollar la clase. 


Aunque se indica la manera de usar el LE, no necesariamente se describe una forma única de desa- 
rrollar la clase, sin embargo, se ha intentado que los docentes puedan dar la clase sin dedicar mucho 
tiempo a los preparativos. El docente podrá hacer las modificaciones adecuadas cuando lo crea ne- 
cesario. 


En la GD se presenta la Programación Semestral y Desarrollo de Clases de cada Unidad. 


4. Programa Semestral 
Es la lista de los contenidos del grado indicados en el PEPC, con el número de clases asignadas a cada 
tema. Con la misma, los docentes deben conocer qué tienen que enseñar, y hacer su plan semestral 
de modo que se cumplan todos los temas. 


Desarrollo de Clases de cada Unidad 
Está divida en cinco secciones: 


1) Competencias de la unidad: Presenta las competencias que se pretenden desarrollar en el estu- 
diante en el desarrollo de la unidad. 


2) Relación y desarrollo: Muestra el flujo de los contenidos del grado por semestre, relacionándolos 
con contenidos de grados anteriores y con las matemáticas siguientes. 


3) Plan de estudio de la unidad: Presenta la distribución de las clases en cada lección. 
4) Puntos de lección: Presenta aspectos importantes a considerar en el desarrollo de cada lección. 


5) Desarrollo de clase: Presenta el objetivo, la evaluación y el proceso de enseñanza. 
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1) Competencias de la unidad 

Se presentan las competencias para cada uni- 
dad, tal y como están descritas en el PEPC 
Área de Matemáticas. 


2) Relación y desarrollo 


Se muestran los contenidos de la unidad y su 
relación con otras unidades (ya sean de este 
grado, o anteriores). Los docentes deben 
diagnosticar si los estudiantes tienen domi- 
nio sobre los contenidos relacionados de los 
grados anteriores, de lo contrario dependien- 
do del nivel de insuficiencia en el manejo, se 
puede hacer lo siguiente: 

(a) Si la mayoría de los estudiantes carecen 
de comprensión, de tal modo que no se 
puede enseñar el contenido del grado, se 
les da un repaso de dos o tres horas clase. 
Para el menor manejo del contenido, es 
mejor darles tareas al mismo tiempo que 
la enseñanza del contenido del grado. 


(b) Si la mayoría entiende bien se le puede 
dar orientación individual a los que lo ne- 
cesiten. 


3) Plan de estudio 


Se indica la distribución de las horas y el con- 
tenido. Como el tiempo total de la clase de 
matemáticas es limitado, se recomienda se- 
guir los lineamientos indicados en la Guía. 


4) Puntos de lección 


Como cada unidad está dividida en lecciones, 
en esta parte se explican los puntos en que 
se deben prestar mayor atención durante el 
desarrollo de la clase. Los docentes deben en- 
tender la idea central por lo cual se desarrolla 
el plan de clase. 


5) Desarrollo de clase 


Está descrito el plan de cada clase para 45 mi- 
nutos e incluye los objetivos, la evaluación y 
el proceso de enseñanza. No es recomenda- 
ble prolongar la hora de clase, salvo en el caso 
donde los estudiantes hacen una tarea espe- 
cial o el horario así lo exige. 


a. Objetivo 
Se representa el objetivo de la clase (hay 
casos donde un sólo aplica a dos o más 
clases seguidas). Es necesario tener éste 
claro para cada clase. 


b. Evaluación 
Se indican los ejercicios que el estudian- 
te debe realizar en forma independiente 
o grupal considerando la estrategia que 
decida el docente con el propósito de ve- 
rificar el logro del objetivo. 


En caso de que existan dificultades en la 
mayoría de los estudiantes el docente 
debe reforzar esa parte. 


c. Proceso de enseñanza 
Se proponen actividades que el docente 
debe realizar durante la clase siguiendo el 
orden propuesto en el Libro del Estudiante. 


La propuesta se basa en comenzar la clase 
planteando un ejemplo y tratar de que los 
estudiantes lo resuelvan sin consultar el 
LE, por lo que se debe garantizar el tiempo 
suficiente para que piensen y propongan 
sus ideas, luego los docentes tienen que 
darles explicaciones de forma concisa y 
con pocas palabras tratando de no hablar 
mucho, y considerando las ideas de los es- 
tudiantes concluir en la regla, definición, 
principio, etc. de la clase, para luego reali- 
zar la ejercitación. 


En este proceso de enseñanza en algunas 
clase se utiliza la simbología M, RP y *. 


M: Significa preguntas o indicaciones de 
los docentes a los estudiantes. 


No es recomendable hace preguntas 
que los estudiantes pueden contes- 
tar con respuestas breves como “si” y 
“no”. Son muy importantes las pregun- 
tas que hacen pensar a los estudiantes, 
sobre todo en cada clase se necesita 
una pregunta principal que los concen- 


tre en el tema de la clase. 
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RP: Significa reacciones previsibles de los 
estudiantes. 


Hay que preveer las reacciones de los 
estudiantes, incluyendo las respuestas 
equivocadas. Para corregir las respues- 
tas equivocadas, no es bueno decir 
solamente <<esta mala>> y enseñar la 
respuesta correcta o hacer que contes- 
ten otros niños. 


Hay que dar tiempo para que piensen 
porque está equivocada, al mismo 
tiempo los docentes tienen que pen- 
sar por qué se han equivocado y re- 
flexionar sobre su manera de enseñar 
y preguntar. Además las respuestas de 
sus estudiantes pueden ser indicadores 
para evaluar el nivel de entendimiento. 


*: Hace referencia a los puntos y sugeren- 
cias de la clase y actividades del docen- 
te. Se refiere a puntos importantes que 
el docente debe tomar en cuenta para 
que el desarrollo de la clase sea exitoso. 


En algunos casos en el LE aparecen 
ciertas clase utilizando asterisco (*) 
esto significa que son clases o ejem- 
plos, ejercicios opcionales que el do- 
cente puede desarrollar dependiendo 
el nivel de entendimiento de los estu- 
diantes. 


Para ser más práctico el uso de esta GD en el aula 
de clases se da una descripción general, por lo 
tanto, no se les indica a los docentes todas las ac- 
ciones a realizar, así que según la necesidad hay 
que agregar más o modificarlas. En forma gene- 
ral se aplican las siguientes acciones. 


e La GD no dice nada sobre la evaluación conti- 
nua porque ésta corresponde al objetivo, sin 
embargo, propone como se puede evaluar 
éste, a través de la ejercitación. La evaluación 
debe hacerse durante la clase y al final de la 
misma según la necesidad. 
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e No está indicado el repaso de la clase. Éste se 
hace según la necesidad. 


e Cuando se les dan los ejercicios, los docentes 
deben recorrer el aula identificando los erro- 
res de los estudiantes y ayudándoles a corre- 
girlos. 


e Cuando la cantidad de ejercicios es grande, se 
hace la comprobación y corrección de errores 
cada 5 ejercicios, o una adecuada cantidad, 
para que los estudiantes no repitan el mismo 
tipo de equivocación. 


e Preparar tareas como ser ejercicios comple- 
mentarios para los estudiantes que terminan 
rápido. 


e La orientación individual no está indicada, 
sin embargo, es imprescindible. Los docentes 
pueden realizarla en las ocasiones siguientes: 
— Cuando recorren el aula después de dar 

los ejercicios. 

— Enel receso después de la clase. 

— En la revisión del cuaderno (hay que tener 
el cuidado que los estudiantes no pierdan 
el tiempo haciendo fila para que el docen- 
te corrija) 


En la Guía del Docente se indica en la página del 
Libro del Estudiante las partes punteadas que se 
sugieren que el docente debe tener en la pizarra, 
sin embargo cada uno puede hacer su propia es- 
tructura de uso de la pizarra. 


La estructura del LE y su uso 


El docente puede comenzar cada unidad con un 
repaso de lo aprendido anteriormente. Esta par- 
te no está indicada en las horas de clase y los 
docentes asignan el tiempo para trabajar según 
su criterio. 


La unidad está dividida en lecciones, clases, ejer- 
cicios de la lección (algunas unidades no tienen 
ejercicios de lección). Cada clase tiene ejemplos 
y ejercicios. 


Los ejemplos corresponden a los temas impor- 
tantes de la clase. En la orientación de estos 
ejemplos es importante hacer que los estudian- 
tes piensen por sí mismos; por lo tanto, para pre- 
sentarlos, los docentes lo escriben en la pizarra 
para que los estudiantes no vean la respuesta en 
el LE antes de tratar de resolverlo. 


Para resaltar los puntos importantes de la clase 
estos se remarcan. 


Cada ícono representa: 


En el LE se proponen ejercicios de lección esto 
con el objetivo de suministrar suficientes ejer- 
cicios para que el estudiante pueda resolver en 
el aula o como tarea en casa. El docente deberá 
utilizarlos de acuerdo a conveniencia ya que no 
se tiene tiempo estipulado para esta sección. 


La página del LE tiene dos columnas. Una co- 
lumna de contenidos y otra columna de recor- 
datorios, sugerencias o notas. En el desarrollo 
de cada clase se encuentran varios iconos, que a 
continuación se explica cada uno. 


Explicación 


El desarrollo de un ejemplo. 


La propuesta de ejercicios o problemas. 


Aclaraciones o ampliaciones de conceptos trabajados en el libro a la vez algunos aspec- 
tos que se deben tener especial cuidado cuando se está estudiando un tema. 


Recordatorios de temas, fórmulas, conceptos, etc., vistos en años o clases anteriores. 


Conceptos, fórmulas, principios, reglas, etc., que es necesario que se memoricen para 
lograr mejor comprensión de los contenidos. 


Sugerencias que se proporcionan al momento de resolver un ejercicio o problema. 


La GD lleva la solución de los ejercicios propues- 
tos en el LE. Los docentes tienen que tomar en 
cuenta que en el caso de ejercicios y problemas 
con respuestas abiertas puede haber otras res- 
puestas. 


A continuación se explica el significado y simbo- 
logía de la página del desarrollo de clases. 
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Significado de cada expresión y simbología en la página del desarrollo de clases. 


Actividades. 


Tiempo 
indicado por 
actividad. 


Preguntas 
comentarios 
e indicaciones 
del docente. 


Reacciones 
previsibles 
de los 
estudiantes. 


Orientaciones 
Metodológicas. 


Puntos y 
sugerencias 
de la 
enseñanza. 


Número de 
unidad, 
lección y 

clase. 


Unidad Il. Lección 1. 


Clase 1 y 2 


(Continúa en la siguiente página) 


[A] Concepto de po- 
tencia 


Y Ejemplo 1.1 

(15 min) 

M: ¿Qué se pide encon- 
trar en el problema y cuá- 
les son los datos con los 
que se cuenta? 

RP: La cantidad de ahorro 
que tendrá la niña en en 
tres, cinco y diez días. 
*Es importante que el es- 
tudiante se dé cuenta que 
el comportamiento de los 
datos es una potencia de 
dos, a medida pasan los 
días el ahorro aumenta. 
*El docente pide a los es- 
tudiantes que represen- 
ten las cantidades como 
potencia. 

M: ¿Cuáles son las partes 
de la potencia? 

*Hacer reforzamiento de 
los significados de cada 
elemento de la potencia. 
RP: Base, exponente y 
potencia. 


Definición 1.1 

Concluye en el concepto 
de potencia e identifican 
los elementos de la mis- 
ma. 


x Ejercicio 1.1 
(15 min) Soluciones: 
a1) 24 a2) (1.2)3 


a3) (-5)5 as) (5) 
as) (4)? a6) y4 


Objetivo: [A] Definir una potencia con exponentes naturales. 


Evaluación: Ejercicio 1.1 < 


Objetivo de 
cada clase. 


Lección 1. Funciones exponenciales 


Ü Ejemplo 1.1. Una niña ahorra todos los días, cada día aumenta su į 


3 ahorro al doble. Si comenzó con L. 2.00. 

E ¿Cuánto dinero tiene al tercer día? 
¿Cuánto dinero tiene al quinto día? 

¿ ¿Cuánto dinero tendrá en 10 días? 

¿ Solución: 

È El primer día tiene: 2 

: El segundo día tiene: 2x 2 > aumenta el doble. 

Í El tercer día tiene: 2x 2x2 > el doble del segundo día. 


$ * Al tercer día tendrá 2 x 2 x 2 = 8 lempiras ahorrados. 

È 2x2x2se puede expresar utilizando potencias como 23 = 8 

3 Al quinto día la niña tendrá: 2x 2x2 x 2x 2 = 25 = 32 lempiras. 
$ * A los 10 dias la niña tendrá 210 = 1,024 lempiras. 

3 * 23, 25, 210 son ejemplos de potencias. 


p ponente 
23 = 8 — potencia 


Definición 1.1 
La potencia es una forma abreviada de escribir un producto formado 
por varios factores iguales. 


X Ejercicio 1.1. 


a) Escriba en forma de potencia. 
a1)2x2x2x2 a2)1.2x1.2x1.2 


ajesesesesesi (444) 
SS) a6) (110010) 

b) Calcule 
b1) 42 b2) (-4)* b3) (-0.19 
b4) (-3)5 os) (2) b6) zt 


97) (-4x)' b8) (4x)? b9) 7(2x)3 


60 | risas Lección «Case y2 Potenciación: Exnonente natural 


ø 


En23=8 


2 representa la cantidad 
que se multiplica 
3 representa el número de 
veces que se multiplica 2 y 
8 es el producto, 


La lectura en potencias: 
22: dos al cuadrado 

25: dos a la cinco 

210: dos a la diez 


E 


— Ş 


Base: es el número que se 
multiplica por sí mismo. 


Exponente: indica el nú- 
mero de veces a multipli- 
car la base. 


Potencia: Es el resultado 
de multiplicar la base tan- 
tas veces como lo indica el 
exponente. 


b1) 64 b2)- 5 b3) 0.01 


b4) -243 b5) L5 bojesz:2 ez 


b8) 16x2 b9) 56x6 


70 | Unidad II + Lección 1 + Clase 1 y 2. Potenciación: Exponente natural 
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< 


Indicador de 
evaluación 
por objetivo. 


Página 
del LE. 


Soluciones 


de los 
ejercicios 
propuestos. 


4. Programación Semestral: 


Funciones 
algebraicas 
(36 horas) 


Funciones 


trascendentales 


(39 horas) 


IIl. Estadística 
(14 horas) 


Polinomios 


Pág. de GD 
(Pág. de LE) 


Números complejos 


Ecuaciones de grado mayor que dos 


Inecuaciones de grado mayor que dos 


33—40 
(27-34) 


Ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto 


41-47 
(35-41) 


Gráfica de funciones polinómicas 


48-51 
(42 — 45) 


Expresiones algebraicas racionales 


52-55 
(46 — 49) 


Gráfica de funciones racionales 


56-59 
(50 — 53) 


Funciones especiales 


Funciones exponenciales 


60-64 
(54-57) 
65-94 
(60 - 82) 


Funciones logarítmicas 


95 — 109 
(83 - 95) 


Resolución de triángulos 


110-118 
(96 — 104) 


La gráfica de las funciones trigonométricas 


Muestras 


119-133 
(105 — 114) 


135-151 
(116-127) 


Medidas de tendencia central 


152 - 159 
(128 - 135) 


Medidas de dispersión 


159 — 166 
(135 — 142) 
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VII 


Desarrollo 
de Clases 


Matemáticas II 


Unidad | 


1. Competencias de la Unidad 


1. 
2. 
3. 


4. 


para establecer su definición. 


2. Relación y Desarrollo 


Matemáticas 72 


Variables y expresiones 
Ecuaciones de primer grado en 
una variable 


Matemáticas | 


Unidad l: Fundamentos de aritmética y 
álgebra 
e Lección 2: Ecuaciones e Inecuaciones 


Unidad VI: Fundamentos de álgebra 

e Lección 1: Funciones de primer grado 
e Sistemas de ecuaciones de primer grado 

e Lección 3: Coordenadas planas 


Matemáticas IV 


Unidad Ill: Integrales 


Unidad | + Funciones algebraicas 


Funciones algebráicas 


Resolver ecuaciones polinómicas de grado mayor o igual a dos. 
Resolver inecuaciones polinómicas de grado mayor o igual a dos. 
Identificar las características de las funciones polinómicas, racionales, radicales y especiales 


Graficar funciones polinómicas racionales y especiales. 


Matemáticas 82 


Polinomios 
Funciones de primer grado 


Matemáticas 92 


Desarrollo y factorización 
Inecuaciones de primer grado 
Ecuaciones de segundo grado 


Matemática ll 


Unidad | 

e Lección 1: Polinomios 

e Lección 2: Números complejos 

e Lección 3: Ecuaciones de grado mayor que dos 

e Lección 4: Inecuaciones de grado mayor que dos 

e Lección 5: Ecuaciones e inecuaciones con valor 
absoluto 

e Lección6: Grafica de funciones polinómicas 

e Lección 7: Expresiones algebraicas racionales 

e Lección 8: Gráfica de funciones racionales 

e Lección 9: Funciones especiales 


Unidad Il: Funciones trascendentales 


3. Plan de Estudio de la Unidad (30 y *6 horas) 


División de polinomios 


Términos y signos 


P(x): polinomio, polino- 
mio dividendo, polino- 
mio divisor y polinomio 
cociente 


Teorema del residuo 


Polinomio lineal: x— c. 
Si se divide P(x) entre x — 
P(c) es el residuo 


Teorema de factor 


x-cesun factor si P(c)=0 


2. Números 
complejos 


División sintética 
Números complejos, 
sustracción 


adición y 


i= /-—1: número imagi- 
nario, i? = — 

a + bi: forma estándar de 
un número complejo 

C: conjunto de los núme- 
ros complejos 

z1= 4 + bi 


Multiplicación de números 


complejos 


(a + bi)lle + di)= 
ac + (ad + bc)i — bd 


División de números complejos 


z: Número complejo, 

z: Conjugado de un nú- 
mero complejo 
z=a+bijz=a- bi 


3. Ecuaciones de 
grado mayor 


Soluciones imaginarias de 


ecuaciones de segundo grado 


Ecuaciones de grado mayor o 
igual que 3 


Si b2 — 4ac < 0 las solu- 
ciones de la ecuación son 
imaginarias 


que dos 


Ecuaciones bicuadradas 


Bicuadrada ax* + bx? + c 
= 0 variable auxiliar 


Ecuaciones Recíprocas 


Recíproca, P, (x) = 0, 
ecuaciones simétricas, 
ecuación hemisimétrica 


Raíz imaginaria de una ecuación 
con coeficientes reales 


Raíz imaginaria 


Teorema fundamental del álgebra 


Multiplicidad de raíces 
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4. Inecuaciones Solución de i¡necuaciones por | Diagrama de signos, va- 
de grado ma- factorización 1 lores prueba, ax?+ bx + 
yor que 2 c<0 


Solución de i¡necuaciones por 
factorización 2 


Ejercicios de la lección 
. Ecuaciones Ecuaciones con valor absoluto | Valor absoluto |x| =a 


e inecuacio- (caso simple) xl x,x20 
T =e 
nes con valor =x,<0 


absoluto Ecuaciones con valor absoluto 
(caso complejo) 


Inecuaciones con valor absoluto | |x| < a; |x| > a 
(caso simple) |x| <a; |x| 2a 


Inecuaciones con valor absoluto 
(caso complejo) 


Ejercicios de la lección 


. Gráfica de Gráfica de funciones polinómicas | Función polinómica 
funciones f(x) =x” 
polinómicas f(x)= ax" +a,-1x"”7! 
+ +axX1 +09 


Gráfica de funciones polinómicas | Teorema del valor medio 


. Expresiones Multiplicación y división de | Expresión algebraica 


algebraicas expresiones algebraicas racionales cal P (x) 
racionales Q(x) 


Adición y sustracción de expre- f= g(x) 
siones algebráicas racionales di h(x) 


Asíntota vertical x = a 


. Gráfica de 1 Gráfica de funciones racionales 
funciones 
racionales 


Gráfica de funciones racionales Asíntota horizontal y = c 


Gráfica de funciones con valor fi) = Ixl 
absoluto 


. Funciones 
especiales 


Gráfica de funciones con valor 
absoluto 


Función mayor entero Función mayor entero 


Fx) =b] = » 


4 Unidad I + Funciones algebraicas 


Puntos de lección 


Lección 1: Polinomios 

Se introduce la división de polinomios haciendo la analogía con la división de números naturales y 
utilizando la equivalencia con la multiplicación. De la multiplicación (x + 3) (x + 4) = x? + 7x + 12 se 
deduce que (x2? + 7x + 12) + (x + 4) = x + 3. El ejemplo introductorio del Libro del Estudiante supone que 
si los grados del polinomio dividendo y del polinomio divisor son 3 y 1 respectivamente, el grado del 
polinomio cociente es 2, es decir, tiene la forma general ax? + bx + c, y estableciendo la igualdad entre 
los coeficientes de los términos semejantes se encuentran los valores correspondientes a a, b y c del 
polinomio cociente. Se introduce el cálculo vertical de la división de polinomios como un mecanismo 
más conveniente de encontrar los resultados. 


Cuando un polinomio P(x) de grado mayor o igual que 1 se divide entre un polinomio lineal (x — c) 
suceden dos situaciones: 

1. P(c) = R, donde R es el residuo (Teorema del residuo) 

2. Si P(c) = 0, entonces x — c es un factor (Teorema del factor) 
Cuando se divide un polinomio de grado mayor o igual que 1 entre un polinomio lineal cuyo coeficiente 
principales 1 se utiliza un mecanismo llamado división sintética que permite trabajar sólo con los coeficientes 
del polinomio dividendo para encontrar fácilmente los coeficientes de los polinomios cociente y residuo. 


Lección 2: Números complejos 

Se construyen los números complejos utilizando las soluciones de ecuaciones que tienen solución 
dentro del conjunto de los números naturales, enteros, racionales e irracionales, es decir, soluciones 
reales. El objetivo es ir construyendo el conjunto de los números reales para luego construir el conjunto 
de los números complejos. Luego resolviendo la ecuación x? + 1 = O se define la solución x = v=1 
como el número imaginario i, de este se deduce que i? = —1. Las operaciones de adición, sustracción, 
multiplicación y división con los números complejos se trabajan en su forma estándar: z = a + bi. Para la 
división se opera con el conjugado: Z = a — bi. Como complemento al conocimiento aprendido sobre las 
ecuaciones cuadráticas se incorpora las soluciones imaginarias de este tipo de ecuaciones que sucede 
cuando el discriminante es menor que cero, es decir, cuando b? — 4ac < 0. 


Lección 3: Ecuaciones de grado mayor que dos 

En esta lección se abordan las clases 2— 7 como clases opcionales en donde se muestra otro tipo de ecuación: 
la bicuadrada y la recíproca dependiendo del nivel de profundización que se quiera dar se desarrollarán 
estas clases, cuyo objeto es resolver otro tipo de ecuaciones diferentes a las tradicionalmente vista. 

En las ecuaciones bicuadradas se utiliza un método de sustitución para convertirla en una ecuación 
cuadrática. 

axt+bx2+c=0 

a(x2)2+ bx2+c=0 

ay?+by+c=0 y luego resolverla por cualquiera de los métodos conocidos, sin embargo el hecho de 
hacer la sustitución conduce a una serie de procesos que pueden ser complicados para los estudiantes, 
además de que son ecuaciones que tienen cuatro o más soluciones y algunas de ellas son complejas. 


También se aborda el teorema fundamental del álgebra (clase 5) el cual es de suma importancia para el 
desarrollo de los contenidos posteriores, ya que anteriormente se ha estudiado polinomios y sus raíces por 
lo que con este teorema se consolida el hecho de que todo polinomio de grado mayor o igual que 1 tendrá 
al menos una raíz real o compleja, de igual manera se estudia el hecho de que hay polinomios que tienen 
raíces repetidas conociendo esto como duplicidad de raíces. 
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Lección 4: Inecuaciones de grado mayor que dos 

En el tercer ciclo los estudiantes aprendieron las relaciones de orden entre números reales, luego en 
Matemática | estudiaron las inecuaciones lineales, es decir, expresiones de la forma x < a (Puede ser >, 
>, <), en esta lección se encuentran por primera vez con inecuaciones de grado mayor o igual que dos. 


Inicialmente se estudian las inecuaciones de la forma ax? + bx + c < 0 donde a, b y c son números 
reales y para resolver se debe recurrir a los métodos de factorización para encontrar los valores críticos 
(valores que hacen cero la expresión algebraica), luego se construye una tabla de variación de signos 
que determina el comportamiento de la expresión al sustituir los valores de prueba. 

Utilizando las propiedades de la relación de orden en la recta numérica se representan las soluciones de 
la inecuación, considerando que también estas se pueden representar usando la notación de intervalo 
y de conjunto. Se recomienda utilizar con los estudiantes la notación de intervalo por ser la más fácil de 
encontrar. 


Una vez que se ha comprendido la solución de inecuaciones de grado dos se proceden a la solución de 
inecuaciones de grado mayor que dos utilizando métodos anteriormente estudiados. 


Lección 5: Ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto 

En séptimo grado se estudió las ecuaciones lineales y el concepto de valor absoluto de números, en esta 
lección se aplicará el concepto de valor absoluto a ecuaciones ( |x| =a ) e inecuaciones lineales (|x| <a), 
para ello se estudian varios casos con sus respectivos ejemplos y ejercicios. 


En la inecuaciones con valor absoluto es importante considerar los caso cuando el conjunto solución es 
vació o el conjunto de los números reales, por ejemplo si se tiene una inecuación de la forma |x| <-2, 
por definición de valor absoluto se sabe que no habrá un número que pueda tomar x tal que su valor 
absoluto sea negativo por lo que su conjunto solución es Ø; a diferencia de |x| >-—2 donde cualquier 
valor que tome x será mayor que —2 por lo que el conjunto solución son los números reales. 


Lección 6: Gráfica de funciones polinómicas 

En octavo grado y en Matemática | se estudia la gráfica de funciones lineales, en esta lección se trata 
de analizar el comportamiento de gráficas de funciones polinómicas de la forma f(x) = x” y establecer 
algunas características, es el primer acercamiento que los estudiantes tendrán con las funciones 
polinómicas, por lo que se pueden presentar algunas dificultades al momento de identificar qué tipo 
de función es, sin embargo es importante enseñar las características y la forma que tiene una función 
cuadrática, cubica para facilitar el trabajo a los alumnos, de igual manera cuando la función es de grado 
mayor a tres es necesario analizar la tabla de variación den signos para poder graficar y determinar su 
forma. 


Lección 7: Expresiones algebraicas racionales 

Se conoce la expresión algebraica racional (EAR) como una relación A/B donde A y B son polinomios. 
En 9” se estudió polinomios y las operaciones excepto la división; por lo que en esta lección se trata 
las EAR en una variable y se busca simplificar dichas expresiones utilizando la factorización o la división 
de polinomios, donde se busca escribirla a su mínima expresión es decir donde los polinomios del 
numerador y del denominador no tengan factores comunes. 
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Para escribir la mínima expresión de una EAR por lo general se factoriza el numerador y el denominador. 
En una EAR se debe tener el cuidado de no sustituir el valor que hace cero el denominador ya que la 
división entre cero es no definida, a estos valores que hacen cero el denominador se les conoce como 
valores excluidos. 


Con las EAR se pueden efectuar operaciones para el caso se define 
A, B_AFB 


La adición como: c+ T 
L i o A _ B_ A-B 
a sustracción: ç C= 


Cuando los denominadores son distintos primero se obtienen las EAR con igual denominador utilizando 
el concepto de fracciones equivalentes y luego se realizan las operaciones correspondientes. Este 
proceso es similar al que se hace con las fracciones. 


La multiplicación y la división se definen: 


A x È = AxB y e + x = aL respectivamente. Se sabe que A, B, C y D son polinomios. 


Al dividir expresiones algebraicas se puede dar el caso donde se obtenga una expresión algebraica 
compleja es decir donde el numerador y el denominador sean EAR. 


Al realizar esta operación es posible que los estudiantes tengan dificultades, por lo que se tiene que 
tener mucho cuidado especialmente con, los signos. 


Lección 8: Gráfica de funciones racionales 
Xx 
En esta lección se estudiará la función racional f(x) = a donde g(x) y h(x) son polinomios, se 
analizarán su dominio, y sus asíntotas tanto vertical como horizontal y sus interceptos. 
De igual manera se trazará la gráfica de esta teniendo en cuenta la información anterior. 


Se abordarán solo el caso donde el grado del polinomio del numerador es menor o igual del polinomio 
del denominador ya que se espera que en cursos de matemática posteriores se analice otros casos más 
complejos. 


Lección 9 Funciones especiales 
Se define la función valor absoluto y la función mayor entero, sin profundizar mucho, se traza la gráfica 
y se analiza. 


En el caso de la función valor absoluto se parte estudiando el comportamiento de la función f(x) = x 
y f(x) = —x de tal manera que se pueda llegar a concluir que f(x)=|x| se ve como la gráfica de f(x) = x 
para x > 0 y como f(x) = —x para x < 0. Se concluye entonces que la función es par y esta es simétrica con 
respecto al eje y. 

En la función mayor entero se analiza el comportamiento que tendrá la función al graficarla en el plano 
cartesiano por cada intervalo, cual es el dominio, cuál es el rango y sus interceptos, esta función es muy 
importante para que el estudiante comprenda el concepto de discontinuidad. 
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Unidad l. Lección 1. Objetivo: [A] Dividir polinomios. 
Clase 1 y 2 


(Continúa en la siguiente página) Evaluación: [A] Ejercicios 1.1, 1.2, 1.3 y 1.4. 


e Establecer la relación 
entre la multiplicación 
de números enteros 
4 x 3 = 12 y la multipli- 


cación de polinomios 
(x+3) (x +4) =x2+7x+ Clase 1 y 2. División de polinomios 


Lección 1. Polinomios 


12 para deducir el pro- La multiplicación 4 x 3 = 12 equivale a la división 12 + 3 = 4. En el mismo 

CA ri sentido la multiplicación de polinomios (x + 3)(x + 4) = x2 + 7x + 12 equivale 
cedimiento de la divi a la división (x2 + 7x + 12) + (x + 4) = x + 3. Se llama polinomio dividendo a 
sión de polinomios. x2 + 7x + 12; polinomio divisor a x + 4 y polinomio cociente a x + 3. 


[A] (5 min) ! Los grados de los polinomios dividendo y divisor son 3 y 1 respectivamente 
: por lo que el polinomio cociente debe ser de grado 2, es decir, que tiene la 
forma ax2+ bx+c. Esto significa que la división equivale a la multiplicación: 


LON Ejemplo 1.1. j (x + 3)(ax? + bx + c) = 2x3 + x2 — 12x + 9 
: . : ax3 + (3a + b) x2 + (3b + c)x + 3c = 2 + x2- 12x +9 

e Deducir que el polino- 
mio cociente debe ser 


+ Igualando los coeficientes de los términos semejantes se obtiene: 


de grado 2. a= 2 3a+b=1 3b+c=-12 3c=9| Sustituyendo estos 
èl | | fici : 3(2)+b=1  3(-5)+c=-12 c=3/ valores 
gualar los coelicien- : b=-5 c=3 ax? + bx + c queda 
tes de los términos se- como 2x? — 5x +3 
mejantes para deducir Í De lo anterior se deduce que: (2x3 + x2 — 12x + 9) + (x + 3) = 2x2 — 5x + 3 


los coeficientes de los 
términos cuadrático, 


! Para facilitar el cálculo se utiliza la siguiente forma vertical. 


i . : 22 =5x43 (1) Calcular (2x?) + x = 2x? y colocarlo arriba dex? $ 
lineal e independiente : x+3 Jae +x2 -12x +9 (Es el cálculo del cociente entre los términos 
y i 5 D PEIR à de mayor grado del dividendo y del divisor). 

del polinomio cocien- i ns 12x (2) Calcular (x + 3)(2x2) = 2x3 + 6x2 y colocarlo 

A i E, debajo del dividendo. (Es el cálculo del 

te. (10 mi n) i z5x? -15x producto del cociente anterior por el divisor). 

e Explicar el cálculo de : 3x+9 (3) Restar este producto 2x3 + 6x? del dividendo. 

A . : (Es restar el producto anterior del dividendo) 

la división de polino- : (4) Repetir los pasos (1) a (3) con los dividendos 

A . : parciales hasta bajar el último término del 
mios en forma verti- E dividendo. 


cal. (10 min 
) SX Ejercicio 1.1. Calcule: 


a) (2x4 + 5x3 + 4x2- x— 1) + (2x + 1) 


RS 
& Ejercicio 1.1. b) OP aate di 
g a c) (9x3 + 3x2 + 4x + 4) + (3x + 2) 
(20 min) Solución d) (=5x2 + 7x + 6) + (=x + 2) 
a) Polinomio cociente es: Airis E (3t) 
x3+2x2+x-1 
b) Polinomio cociente es: Unidad | + Lección 1 + Clase 1 y 2. División de polinomios 
x24+2x+3 


c) Polinomio cociente es: 
3x2?-x+2 

d) Polinomio cociente es: 
5x +3 

e) Polinomio cociente es: 
3x +2 
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¿Xp Ejemplo 1.2. Calcule (x3 — 8) + (x — 2) : 
: En el polinomio x? — 8 falta el término cuadrático y el lineal por lo que hay : 
: que completarlo y ordenarlo en forma descendente como x? + 0x? + Ox — 8. ! 
i Luego se procede a realizar el cálculo. : 
: x? +2x+4 
! x-2 )x+0x2+0x-8 
i xX? — 2x? 
2x2 + Ox 
2x2? — 4x 
4x-8 
4x-8 t 
O El polinomio cociente es x? + 2x + 4 y el residuo es 0. 


SX Ejercicio 1.2. Calcule 

a) (x3 + 1) + (x + 1) 

b) (x3 +x? +x +6) + (x+ 2) 

c) (6x4 — 9x3 — 4x + 6) + (2x — 3) 

d) (-xt -x2 + 2 ) + (x+ 1) 

e) (x5 + 2x3 +x2 +x + 1) + (13 + 1) 

f) 7 -3x5 + 2x4- x — 6x? + 3x) + (x2 - 3) 


(Y Ejemplo 1.3. Calcule (3 + 3x2 — x — 2x2) + (-2 + x) 


: Hay que ordenar ambos polinomios en forma descendente. 
: 3x2 + 4x +7 


x-2)38-2-x+3 


i Como el grado del polinomio 17 es 0, ya no se puede seguir dividiendo y : 
+ 17 se convierte en el residuo. : 
i Esta división equivale a: 


La relación entre el dividendo, el divisor, el cociente y el residuo es: 
Dividendo = (divisor) x (cociente) + residuo. 

El proceso de dividir polinomios termina cuando el grado del 

polinomio residuo es menor que el grado del polinomio divisor. 


Es 
En algunos casos si el 
polinomio dividendo 
no está completo, se 
recomienda comple- 
tarlo para evitar erro- 
res en el cálculo. 
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Clase 1 y 2 


(Continuación) 


Y Ejemplo 1.2. 

* Concluir que los po- 
linomios dividendo 
y divisor deben com- 
pletar y ordenarse en 
forma descendente 
para poder efectuar 
la división de los mis- 
mos. (5 min) 


S Ejercicio 1.2. 

(10 min) Solución 

a) Polinomio cociente es: 
x2-x+1 y el residuo 
es0 

b) Polinomio cociente es: 
x? —x + 3 y el residuo 
es: 0 

c) Polinomio cociente es: 
3x3 — 2 y el residuo 
es: 0 

d) Polinomio cociente es: 
-x3 +x? —2x+2yel 
residuo es: O 

e) Polinomio cociente es: 
x13+x+1yel residuo 
es0 

f) Polinomio cociente es: 
x3 + 2x? — x y el resi- 
duo es: 0 


Y Ejemplo 1.3. 


* Concluir con la relación: 
Dividendo = (divisor) x (cociente) + residuo. 

* Concluir que el proceso de división termina cuando el grado del poli- 
nomio residuo es menor que el grado del polinomio divisor. (7 min) 


* Concluir que el resi- 
duo en la división de 
estos polinomios es 
distinto de cero. 
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Clase 1 y 2 


(Continuación) 


La 

S Ejercicio 1.3. 

(8 min) Solución 

a) Polinomio cociente es: 
2x-— 1 y el residuo es: 
-2 

b) Polinomio cociente es: 
x? — 2x + 3 y el resido 
es: 4x—4 

c) Polinomio cociente es: 
3x + 1 y el residuo es: 
=2x+5 

d) Polinomio cociente es: 
x? + 3x y el residuo 
es:-3x+1 

e) Polinomio cociente es: 
x+ 3 y el residuo es: 8 

f) Polinomio cociente es: 
x2- 8 y el residuo es: 6 

g) Polinomio cociente es: 
x3-2x+3 y el cocien- 
te es: 20x- 10 


0 Ejemplo 1.4. 

* Nombrar un polino- 
mio utilizando la nota- 
ción P(x). 

* Concluir que los po- 
linomios se nombran 
con letras mayúsculas y 
las variables con letras 
minúsculas. 

* Expresar la relación 
“Dividendo = (divisor) 
x (cociente) + residuo” 
utilizando la notación de 
los polinomios. (5 min) 


q: Ejemplo 1.5. 

* Definir el valor numé- 
rico de un polinomio. 
(5 min) 


:3x-1)3x2+5x-8 


A xp) Ejemplo 1.5. Si P(x) = 3x2 + 5x — 8 calcule el valor numérico del poli- * 
j nomio cuando x=1yx=-2 


e Ejercicio 1.3. Calcule 

a) (6x2- x-3) + (1 + 3x) 

b) (x4 + 6x2 — 2x3 + 5 — 2x) + (3 + x?) 

c) (4x2 + 3x3 + 6 + 2x) + (1 +x +x?) 

d) (3x3 + x4 +x? + 1) + (x2 + 1) 

e) (2x2 +5 + 5x) + (2x- 1) 

f) (x4 — 11x? + 30) + (-3 + x?) 

8) (3x4 + x5 + 9x2? + 7x — 4) + (2- 3x + x?) 


El polinomio x? — x? + 3x — 1 cuya variable es x se puede nombrar como 
P(x) = x? — x? + 3x — 1. La expresión P(x) se lee “P de x”. Por lo general se 
nombran los polinomios con letras mayúsculas y las variables con letras 
minúsculas y entre paréntesis. 

Q(x) = 4x? — x + 7 se lee “polinomio Q de x igual ...” 

M({n) = —4n — 7n?- 8 se lee “polinomio M de n igual ...” 


¡Y Ejemplo 1.4. Si P(x) = 3x2 + 5x- 8 y C(x) = 3x- 1 encuentre P(x) + C(x) | 


x+2 
Si denotamos por D(x) al polinomio 
3x?-x cociente y por R al polinomio residuo 
6x-8 tenemos que D(x) =x+2yR=-6 
6x-2 
=É 


È De lo anterior sabemos que (3x2 + 5x — 8) = (3x — 1)(x + 2)- 6, es decir, ; 
! P(x) = C(x) - D(x) + R. 


P(x) = 3x2? + 5x- 8 P(x) = 3x? + 5x- 8 
P(1) = 3(1)2 + 5(1)- 8 P(-2) = 3(-2)? + 5(-2) -8 
=3+5-8 =12-10-8 


=0 =-6 


i Se concluye que P(1) = 0 y P(-2) = -6 


X Ejercicio 1.4. Si P(x) =?—4x?—8x-6 y Q(x) =-5x2?—4x-1 encuentre: 
a) P(0) b) P(-4) c) P(3) 
d) Q(1) e) Q(-3) f) Q(2) 
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S Ejercicio 1.4. (5 min) Solución 


É 


y 


El valor numérico de un 
polinomio es el valor 
que se obtiene al susti- 
tuir la variable por nú- 
meros y desarrollar las 
operaciones indicadas. 


a) P(0) =-6 b) P(-4) =-102 
c) P(3) =-39 d) Q(1) =-10 
e) Q(-3) = -34 f) Q(2) =-29 


10 Unidad I + Lección 1 e Clase 1 y 2. División de polinomios 


Objetivo: [B] Aplicar el teorema del residuo para encontrar el 


residuo al dividir polinomios. 


Evaluación: Ejercicio 1.5. 


Clase 3. Teorema del residuo 


: jemplo 1.6. Si P(x) = x3 =x? + 3x-1 y C(x) = x- 2 encuentre P(x) + C(x) + 
+ y exprese P(x) en relación a sus otros términos. : 


: 2+x+5<D(x) 
: x-2 )x2-x?2+3x-1 
: X — 2x2 
xX? + 3x 
x? -2x 
5x=1 
5x-10 
: 9=R 
+ P(x) = C(x) - D(x) +R 
: x£ 2 
Si el polinomio divisor C(x) se iguala a cero nos queda que x — 2 = 0 y se 
obtiene que x = 2. Sustituyendo este valor x = 2 en la relación P(x) nos queda: 


P(x 
P(x 


) = C(x) - D(x) + R 
)=( 
P(2) 
) 
) 


x— 2) - D(x) + R ... sustituyendo C(x) =x- 2 
2-2): D(x) + R ... sustituyendo x = 2 

P(2) = 0 - D(x) +R 
P(2 


mo 


Se concluye que el residuo R de dividir P(x) + C(x) se calcula encontrando 
el valor numérico de P(x) para el número que toma x cuando C(x) = 0. 


E 


Teorema del residuo 
Si un polinomio P(x) de grado mayor o igual a 1 se divide entre el 
polinomio lineal x — c entonces el residuo es P(c). 


El algoritmo de la división establece que si dividimos un polinomio P(x) 
entre un polinomio C(x) = x— c que es un polinomio lineal entonces existen 
dos polinomios D(x) y R tal que: 


f 
fe 


x) = C(x) - D(x) + R 
x) 
P(c) 
c) 
c) 


(x-— c) - D(x) + R ... sustituyendo C(x) = x — c 
(c — c) - D(x) + R ... sustituyendo x = c 
- D(x) +R 


P 
P 


( 
( 


2 O 


P 
P 


Para encontrar el residuo de dividir un polinomio P(x) de grado mayor o 
igual a 1 entre un polinomio lineal de la forma x — c solo se encuentra el 
valor numérico de x = c en P(x). 


Se puede calcular el 
residuo de dividir dos 
polinomios aplicando 
el teorema del residuo. 


(c-c): D(x) = 0-D(x)=0 


El residuo de P(x) entre 
x=-ces P(c). 


Unidad I + Lección 1 + Clase 3. Teorema del residuo 


Unidad I. Lección 1. 
Clase 3 


(Continúa en la siguiente página) 


Y Ejemplo 1.6. 
*Efectuar la división de 
los polinomios expre- 
sando el dividendo en 
relación a los otros tér- 
minos. 

*Igualar el polinomio 
divisor a cero para ob- 
tener x = 2 y sustituir 
este valor en la relación 
P(x) = C(x) x D(x) + R. 
*Concluir que el resi- 
duo R de dividir P(x) 
+ C(x) se calcula en- 
contrando el valor nu- 
mérico de P(x) para el 
número que toma x 
cuando C(x) = 0. 

(15 min) 


Comprender el teore- 
ma del residuo. 
*Concluir con el algo- 
ritmo en forma general 
del teorema del resi- 
duo. (10 min) 
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Unidad l. Lección 1. Objetivo: [C] Aplicar el teorema del factor para determinar 
Clase 3 los factores de un polinomio. 


(Continuación) 


Clase 4 


(Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: [C] Ejercicio 1.6. 


ES 
N Ejercicio 1.5 
(20 min) Solución 


a) 10 e Ejercicio 1.5. Encuentre el residuo de las siguientes divisiones de 
polinomios usando el teorema del residuo. 
b) —29 a) P(x)= 4x2- 5x +4; C(x)=x-2 
1387 b) P(x)=-2x? +3x-2; C(x)=x+3 
) gi 2 c) P(x)=-8x*- 5x2? — +; C(x) =x-3 
19 *d) P(x)= -2x3 — 6x2+2x-4; C(x)=x= + 
aaa J=-5x3 -6 =x+L 
d) 4 *e) Pl)=-50=6; Cp =x+l 
149 
PL 
ase 4. leorema del Tactor 
Clase 4. Ti del fact 


+ a) Dividiendo los polinomios 
: b) Aplicando el teorema del residuo 


[Hasta aquí Clase 3] 


[Desde aquí Clase 4] la) 25142 b) P(x) =x3 -23x +10 
o x+5)x3+0x2-23x+10 P(=5) = (=5)3 - 23(-5) + 10 
x? + 5x2 =-125+115+10 
e : -5x2 — 23x =0 
XTY- p : =5x? — 25x 
y Ejemplo 1.7 i AÀ 
e Encontrar el residuo ; 20110 PES 
E iaia : <«— Residuo 
de la división de los h Aplicando el algoritmo de la división tenemos que: 
: : : P(x) = C(x) - D(x) +R 
polinomios de las E a 
dos formas (divi- po P(x) = C(x) D(x) 
diéndolos ya plica n- : De P(x) = C(x) - D(x) se sabe que tanto C(x) como D(x) son factores de P(x). 
do el teorema del ! Si P(x) =13-—23x + 10 entre x + 5 da como residuo cero entonces x + 5 es un factor de P(x). 
id Del teorema del residuo reconocemos que si el residuo de P(x) entre x — c es cero entonces x — c es un 
resi uo) . factor de P(x); recíprocamente si x — c es un factor de P(x) entonces el residuo es cero. 
e Aplicar el algoritmo 
d di Tei “p( ) | Teorema del Factor. Un polinomio P(x) tiene un factor x — c si y solo si P(c) = O > 
e la alvision x] = 
C( ) D( ) + R” ara SX Ejercicio 1.6. Determine que C(x) es un factor de P(x) aplicando el teorema del factor. Compruebe 
Xx) X Xx p sus respuestas observando los ejemplos. 
concluir que si el re- a) P(x) = 2x3 +x2?-12x+9; Cla)=x+3 b) P(x) =x3-8; C(x)=x-2 
. c) P(x)=3+3x8-x-2x? C(x)=-2+x d) P(x) =2-3x +10; C(x)=x-5 
siduo a 0 tanto el e) P(x)=33+4x2+x-6; C(x)=x-1 f) P(x) =33+4x2+x-6; C(x)=x+1 
polinomio C(x) como g) P(x) =x3 +4x2+x-6; C(x)=x+3 h) P(x) = 2x4 + x3 — 14x? — 19x- 6; C(x)=x+3 
i) P(x) = 2x4 + x3 — 14x? - 19x- 6; C(x)=x+5 j) P(x) =x4- 4x3 + 5x2- 22x + 8; C(x)=x+4 
D(x) son factores de 2 


k) P(x) = x4- 4x3 + 5x2-22x +8; C(x)=x-4 


P(x). (15 min) 

6 Unidad | + Lección 1 + Clase 4. Teorema del factor 

Comprender el teore- 
ma del factor. 


` ns ai eo A Ejercicio 1.6. d) no es factor i) si es factor 
general del teorema (20 min) Solución e) es factor j) no es factor 
del factor. (10 min) a) es factor f) no es factor k) si es factor 
b) es factor g) es factor 
c) no es factor h) no es factor 
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Objetivo: [D] Dividir polinomios utilizando la división sintética. Unidad I. Lección 1. 
Clase 5 


Evaluación: [D] Ejercicios 1.7 y 1.8. conan págna] 


Deducir el procedi- 
miento de la división 


Clase 5. División sintética sintética. 
Al dividir un polinomio P(x) de grado mayor que cero entre un polinomio s Co ncluir que al di- 
de la forma x - c (cuyo coeficiente principal es 1) se puede traba ar solo vidir un polinomio 
con los coeficientes del polinomio dividendo (escrito en su forma canónica 
y completo) evitando escribir las variables. de grado mayor que 
Observe los siguientes procedimientos mostrados a continuación al dividir ; 
P(x) = 4x3- 2x- 3 entre x- 2. cero entre un polino- 
P mio de la forma x- c 
x-2) 4x3+0x2-2x-=3  x=2, ———> 2|4 0 -2 -3 ¢ coeficientes se puede dividir fácil- 
4x3 — 8x2 valor obtenido 4 8 16 28  deP(x) A dai 
8x2- 2x del factor "4 8 14 [25 jii a mente utilizando el 
8x2- 16x x-2=0 E E residuo imi 
À 
14x-3 coeficientes del procedimiento de la 
14x- 28 polinomio cociente que división sintética. 
25 corresponde a 4x? + 8x + 14 
e Comparar ambos 
Al procedimiento de la derecha se le Ilama división sintética de polinomios. procedimientos para 
Observe que los coeficientes del polinomio cociente coinciden con los 
coeficientes principales de los dividendos parciales. CO ncluir que sólo se 
-= T trabaja con los coefi- 
: ©“ Ejemplo 1.8. Encuentre el cociente y el residuo al dividir por división : cientes del poli nomio 
: sintética : 
F P(x) =2x*-3x2-4 entre x- 3 ; dividendo en la divi- 
F Solución: ; sión sintética. 
È 2 0 -3 0 -4 : : 
18 45 135 cociente: 2x3 + 6x? + 15x + 45 : (10 min) 
residuo: 131 
: 104 Ejemplo 1.9. Encuentre el cociente y el residuo al dividir por división LOs Ejemplo 1.8. 
+ sintética. i 
i Pa) = 3x5- 17xt+ 5 x+2entrex+ H i (5 min) 


i Solución: 
=17 0 


cociente: 3x4 — 181? + 6x2- 2x + 1 Í 


5 


a ; Q Ejemplo 1.9. 
resiquo: F : (5 min) 
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Clase 5 


(Continuación) 


QD 

N Ejercicio 1.7 
(10 min) Solución 
a) Cociente: 


4x2 — 12x + 28 
Residuo: -80 


b) Cociente: 
5x3 + 10x2 — 18x + 36 
Residuo: 69 


c) Cociente: 
-7x4 - 713 - 5x2- 5x- 10 
Residuo: —16 

d) Cociente: 
=4y3 = 2x7 4+2% 
Residuo: 0 

e) Cociente: 
8x3 — 24x? — 75x — 225 
Residuo: -670 


f) Cociente: 
4x4 — 8x3 + 16x2 
— 34x + 68 
Residuo: -142 


Q Ejemplo 1.10 
(5 min) 


Y Ejemplo 1.11. 
(5 min) 


2 
N Ejercicio 1.8 
(5 min) Solución 


a) Residuo: -12, no es 
factor 


b) Residuo: O, es factor 


c) Residuo: O, es factor 


SX Ejercicio 1.7. Divida los siguientes polinomios aplicando la división 
sintética. 

a) P(x)=4%-8x+4; Q(x)=x+3 

b) P(x) = 5x*-2x2-3; Q(x) =x-2 

c) P(x) =-7x5 + 2x3-5x-6; Q(*)=x-1 

d) P(x) =-414-6x3+2x; Q(x)=x+1 

e) P(x) =5-3x2-8x%  Q(x) =x- 3 

f) P(x) = 4x5-2x2-6; Q(x)=x +2 


: Q: Ejemplo 1.10. Aplique la división sintética para determinar si x + 3 es 
+ un factor de P(x) = x4 — 15x? — 10x + 24. 
! Solución: 


-15 -10 24 como el residuo es 0 el polinomio 
9 18 -24 x + 3 es un factor de P(x) 


: RO Ejemplo 1.11. Aplique la división sintética para determinar si x + 2 es 
+ un factor de P(x) = xX? + x? — 14x - 25. 
: Solución: 


-14 -25 como el residuo es —1 el polinomio 
24 x+2no esun factor de P(x) 


SX Ejercicio 1.8. Determine si C(x) es factor de P(x). 
a) P(x) =-2x*+ 4x3-3x-6; C(x)=x-2 

b) P(x) =1238+8x2+x+5; C(x)=x+1 

c) P(x) = 3x4- 2x3 + 6x- 4; C(x) =x- 


d) P(x) = 3x? + 6x? + 3x +3; ca) = x+ 4 
e) P(x) = 2x5 + 9x4- 5x3 +x- 5; C(x)=x+5 


f) P(x) = 16x1- 8x3 -7x2 +2x +1; C(x) =x+ 3 


Unidad | + Lección 1 + Clase 5. División sintética 


d) Residuo: O, es factor 
e) Residuo: —10, no es factor 


f) residuo: 4, no es factor 
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Objetivo: 


[A] Definir un número complejo. 


Evaluación: [A] Ejercicio 2.1 


Lección 2. Números complejos 


Clase 1. Números complejos 


: AY” Ejemplo 2.1. Resuelva, las siguientes ecuaciones y determine a que f 
: conjunto de números pertenece. : 
¡ajr=5=8 b)x?-4=0 o2 
! Solución: 

i a) x=13;13EN 

i b)x=2yx=-2;1t2€Z 


d)x?-3=0  ejx2+1=0 


: B m2 2, 
ic) x= q yx= gtg EQ 


id) x= 4/3 yx=-/3; +/3 El 
+e) x2+1=0 
: x =-1 


x2+1=0 notiene solución dentro ! 
del conjunto de los números 
reales porque el cuadrado de: 
todo número real es positivo. : 


: os Ejemplo 2.2. Al operar la ecuación x? + 1 = 0 queda: 
: 2+1=0 
x2=-1 


AR y—1 — número imaginario 


2=-1 a 


Existe un conjunto de números formado por los números imaginarios que 
abarca el conjunto de los números reales. 


El número imaginario ¡es definido como i = y—1; 


Definición 
El conjunto de los números complejos es el conjunto de todos los 
números de la forma a + bi donde a y b son números reales e i= y—1. 


a+ bi i 
| y Es la forma estándar de 


Parte imaginaria un número complejo. 
Parte real 


: 07 Ejemplo 2.3. Escriba los siguientes números en la forma estándar de ; 

: un número complejo. p 

i a)3i b) 87 

i Solución: 

+ a) 3i = 0 + 3i; 3i es un número imaginario puro 

: b) 87 = 87 + Oi; 87 es un número real 

c) 4—51=4 + (-51); 4 + (-51) es un número imaginario. 
31, 87 y 4 — 5i son números complejos. 


c) 4-5i 


20224 
2-4=0;x= 25 
y x2 — 3 = 0 tienen 
solución dentro de los 


números reales. 


— Q 


C denota el conjunto 
de los números com- 
plejos. 

En el número complejo 
a + bi la parte real es 
a y la parte imaginaria 
es bi. 


Unidad | + Lección 2 + Clase 1. Números complejos 


Las ecuaciones x-5 =8; 


Unidad I. Lección 2. 
Clase 1 


(Continúa en la siguiente página) 


[A] 

Construir el conjunto 
de los números com- 
plejos. 


Q Ejemplo 2.1 


e Resolver las ecuacio- 
nes planteadas de- 
terminando el con- 
junto de números 
al que pertenece su 
conjunto solución. 


7 Ejemplo 2.2 


e Concluir que la ecua- 
ción x2? + 1 = 0 no 
tiene solución en el 
conjunto de los nú- 
meros reales porque 
no existen las raíces 
cuadradas de núme- 
ros negativos. 


e Definir el número 
imaginario i =y—1; 
2=-1. 


e Definir un número 


complejo. (10 min) 


Q: Ejemplo 2.3 
(5 min) 
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Clase 1 Objetivo: [B] Sumar y restar números complejos. 
(Continuación) 
Evaluación: [B] Ejercicio 2.2 y 2.3. 


% © 
& Ejercicio 2.1 


(5 min) Solución 
a) -24 + O; SX Ejercicio 2.1. Escriba los siguientes números en la forma estándar de 
un número complejo y clasifíquelos. 


b) (0) + (-41) a)-24 b) -4i )-8-% i 
c)-8 + -3i 


d-i 


Adición y sustracción de números complejos 


d) O+ ES i) Definición 
Si a + bi y c + di son números complejos, se define la adición y la 
sustracción como: 


Sumar y restar núme- (a+ bi) + (c + di) = (a+c) + (b+ di 
f (a+ bi) (c + di) = (a-c) + (b-d)i 
ros complejos. [B] 


En la adición (sustracción) de números complejos se suman (restan) las 
partes reales y luego las imaginarias. 


e Concluir que se su- 


man (restan) las par- i {Ë Ejemplo 2.4. Siz, =3 + 2i y z3 =-4- 6i calcule: 
1a)zı +z b) zı -z2 
tes enteras y luego Í Solución: 
las imaginarias. { a) z1 +z = (3 + 2i) + (-4- 6i) b) z1 -z2 = (3 + 2i) — (-4 - 6i) 
: : = (3 - 4) +(2-6)i = (3 — (-4)) + (2 — (-6))i 
(5 min) : =-1-4i 
& Ejercicio 2.2. Si 2=4=5i z1= $ +4i y z= 2-31 
Q Ejemplo 2.4. Calcule: a) z1 +z}  b)zi=Z3  C)-z1-2> d) -z1 +2, 
(5 min) 


En 5(4 — 2i) se aplica la 
propiedad distributiva. 


& Ejercicio 2.2 
(5 min) Solución 


9 
a) 5 - 1 
2 
b 19 . $ Ejercicio 2.3. Calcule: 
) (A a) 6(3 + 8i) + 7 (4- 12i) 
9 b)-7(4- 2i) - $ 6+ +1) 
A 
7 
d)- 5 +9i 
) 2 10 Unidad | + Lección 2 + Clase 1. Números complejos 


q Ejemplo 2.5 


(5 min) PEN 
N, Ejercicio 2.3. (5 min) Solución 
a) $ + agi b) -24 + 11; 
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Objetivo: [A] Multiplicar números complejos. 
[B] Calcular las potencias de números complejos. 


Evaluación: [A] Ejercicios 2.4 y 2.5, [B] Ejercicio 2.6, 
[C] Ejercicio 2.7 


Clase 2. Multiplicación de números complejos 


i Solución: — (2+37)(4 — 5i) = 2(4) + 2(-51) + 3i(4) + 3i(-51) 

: = 8-10 + 12i- 15i? 
=8+2i-15(-1) a 1=-1 
=8+2i¡+15 


ES 

& Ejercicio 2.4. Calcule j TE En la multiplicación de 

a) (5 -— 2i)(4 - 6i) b) (3 + 2i)(-5 - 6i) c) (3 +33 - $1) números complejos se 
e=- aplica la propiedad dis- 
: Q: Ejemplo 2.7. Calcule: : tributiva y luego se sus- 
la) 2i(4+i)=8i+ 2i? j ¡ ¿o tituyei?=-1 
: =8i+ 2(-1) i 

=-2+8i 


fc) (241? = (24)? i2 d) i(4-2i)}?=i(16-16i+ 4i?) į 

: =16(-1) =i(16- 16i- 4) 
=16i- 16i? -4i 
=16i+16-4i 


a) -3i(5 - 3i) b) (=5i)? c) (5i)2 d) -i(2-5i? 


Potencias de i 


: Q: Ejemplo 2.8. Calcule las siguientes potencias de i. ¿Qué observa? 

tajil= b) ¿i? = c) ¡3 = : 

ze) = f) i6 = g) i’ = j : 

Pi)? = j) it = k) 11% = j ; è 

8 solución: : — Q 
tajit=i b) ¡?=-1 c) ¡3 =-i j : Conociendo it =i, i?=—1, 
i e)i5=i f) i6 =—1 g) i7 =-i i : i? =-—i, ¡*=1se puede 
A i)i? =i j) i10 =-1 k) i11 =-¡ ; : calcular cualquier po- 
i tencia de i. 


: Se repite el patrón i, —1, —i y 1; por lo que se puede calcular cualquier £ 
! potencia de į conociendo las 4 pri i į : E 
pS En ¡13 se busca trans- 


: Ejemplo 2.9. Simplifique a una potencia de i. : formar en una potencia 
la) (13 =4(3) +1 b) 183 = ¡4(20) +3 c) i42 = ¡4(10) +2 d) ¡96 = 4024) : de exponente 4 ya que 
: : Psi: 
Al dividir 13 + 4 queda 
que 13 =4x3+1. 
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e Aplicar la potencia i4 = 1 para calcular 
la potencia de cualquier i. (5 min) 


LO Ejemplo 2.9. 


Unidad I. Lección 2. 
Clase 2 


(Continúa en la siguiente página) 


Definir la multiplica- 
ción de números com- 
plejos. [A] 


e Explicar que se utili- 
za la propiedad dis- 
tributiva y se tiene 
el cuidado de aplicar 
i2? = —1. (5 min) 


Q Ejemplo 2.6. 


7 o 
S Ejercicio 2.4. 
Solución: 
a) 8 - 381 
b) 27 + 8i 
31 6. 
d30 75! 
7% Ejemplo 2.7. 


RO 
& Ejercicio 2.5. 
(15 min) Solución 


a) -9- 15i 
b) -25 

c) -25 

d) -20 +21; 


Calcular las potencias 
de i. [B] 


Q: Ejemplo 2.8. 

e Encontrar el patrón i, 
—1, —i y 1 de las po- 
tencias de į para de- 
terminar que se pue- 
de calcular cualquier 
potencia de i cono- 
ciendo este patrón. 
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Unidad l. Lección 2. Objetivo: Dividir números complejos. 
Clase 2 


(Continuación) Evaluación: Ejercicio 2.8, Ejercicio 2.9 


Clase 3 


(Continúa en la siguiente página) 


% © 
& Ejercicio 2.6 
(10 min) Solución 


a) -1 b) —1 e Ejercicio 2.6. Simplifique a una potencia de i. 

c) i d) 1 a) ¡* b) ¡63 c) ¿25 d) ¡100 e) ¡107 f) ¡225 

e) =q f) i Se puede simplificar una potencia de ¡ usando el factor i* = 1 y (11) = 1 
para todo número n. 


Pensar en la igualdad 
de números complejos. 


Igualdad de números complejos. 


[C] Dos números complejos son iguales si sus partes reales son idénticas 
y sus partes imaginarias son idénticas. 
o Concluir que dos a+bi=c+disí y solosía=cyb=d 
numeros com plejos f Os Ejemplo 2.10. Encuentre los valores de x y y donde x, y son números 
son iguales cuando prales: 
1a) (2x-4)+9i=8 + 3yi Los valores de x y y que hacen 
sus pa rtes reales son ! Solución: 2x- 4 = 8 ) que los números complejos 


sean iguales son: x= 6 y y = 3 


idénticas y sus par- 
tes imaginarias son 
iguales. (4 min) 


<X Ejercicio 2.7. Encuentre los valores de x y y donde x y y son números 
reales. 

a) 4+ (x+ 2y)i=x + 21 b) (x-y) + 37=7 + yi 

c) (2x— y) - 16í = 10 + 4yi d) 8 + (3x + y)i = 2x- 4i 


): Ejemplo 2.10 


% O 
& Ejercicio 2.7. 
(6 min) Solución 


Clase 3. División de números complejos 


Si 2 + 3i y 4 + 2i son números complejos ¿Cómo podemos realizar la 


a)x=4, y=-1 división de (2 + 3i) + (4 + 2i)? 
_ _ Exprese estos números con la unidad imaginaria: 
b) x= 10, y =3 (2+31) _2+3/1 
c)x=3,y=-4 (4+2i)  44+2/-1 
d) x= 4 y = —8 ¿Qué sucede con el denominador? ¿Cómo eliminamos las raíces del 
I 


denominador? 


El denominador tiene una raíz y para eliminarla hay que multiplicar por 
el conjugado tanto el numerador como el denominador, igual como se ha 


[Hasta aquí Clase 2] 


7 hecho con la división de radicales. = Q 
[Desde aqui Clase 3] El conjugado de 4 + 2 y2 
Conjugado de un número complejo es4-2/2. 
SiZ =a + bi es un número complejo entonces su conjugado denotado El conjugado de 4 + 2i es 
Definir el conjugado de porz esa- bi 4-21. 
un número complejo. 
A 12 nidad | + Lección 2 + Clase 3. División de números complejos 
e Plantear la división a n 


de dos números com- 
plejos expresándolos 
con la unidad imagi- 
naria ¡ = /—1 para œ Concluir que para efectuar la e Definir el conjugado Z de un 
relacionarlo con la división en necesario utilizar el número complejo (Z) y su 
división de radicales. conjugado del denominador. simbología. (10 min) 
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(2 +31) 
(4+2i) 
denominador por el conjugado del denominador. 


Para dividir hay que multiplicar tanto el numerador como el 


: 0) Ejemplo 2.11. Divida (2 + 31) + (4 + 2i) 
i solución: (2+3i) _ (2+31)(4—21) 
(4+2i) — (4+2i)(4—-2i) 
= 8-41+12i- 612 
16-41? 
3481-61) 


... multiplicando por el 
conjugado del denominador : 


: Q: Ejemplo 2.12. Encuentre el conjugado de los siguientes números ! 
: complejos. : 
ia) Z=5+7i ———> 


=5-7i 
t b) Z=-8-9i = 


=-8+9i 
=-9i 
=-6 

4 

3i 


Z 
Z 
Z 
Z 
Z 
Z 


& Ejercicio 2.8. Encuentre el conjugado de los siguientes números com- 
plejos. 


a) -8 + 20i c) -80i d)-3-8i 


e) L+ Fi g) 8-20i h) 4i 


SX Ejercicio 2.9. Calcule: 


5+2i 
b) 1+31 
6>2i 
5i 
=5 
h) =3+ 21 


e) 


Definición 

Si a + bi y c + di son números complejos, para realizar la división 
a+ bi 
c+ di 
ello se multiplica el dividendo y el divisor por el conjugado del divisor. 


es necesario eliminar la unidad imaginaria del divisor, para 


En la división de núme- 


Clase 3 


(Continuación) 


Q Ejemplo 2.11. 

e Hacer énfasis que hay 
que multiplicar tanto 
el numerador como 
el denominador por 
el conjugado del de- 
nominador. (10 min) 


Ez 


ros complejos se usa el 
conjugado del denomi- 
nador igual que en la 
división de raíces. 


1D: Ejemplo 2.12. 

e Hacer énfasis que en 
el conjugado de un 
número complejo 
sólo cambia de signo 
la parte imaginaria. 
(5 min) 


RS 
K Ejercicios 2.8 
(5 min) Solución 


a)-8-20i b)-5 

c) 801 d) -3 + 8i 
e) $- 3i 1127 

g) 8 + 20i h) —4i 


y 
& Ejercicios 2.9 
(15 min) Solución 


13 11. 

a) 5> - 5x1 
Unidad I + Lección 2 + Clase 3. División de números complejos 13 ) 20 20 

11 13. 

b) 10 - T0! 

93o 24; 
12 15 10 . i 13 13 

E hit e Concluir con la defi- 

13 13 13 s aa , 9 a B 

7 35 58 nición de números d) 36 t 131 
3l i) a + 41! complejos. 2 6. 
e) ST = 5? 
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Unidad I. Lección 2. 


Clase 4 


S Ejemplo 2.13. 

e Aplicar la fórmula cua- 
drática para encontrar 
la solución de la ecua- 
ción 2x2? — 5x = —4 y 
llegar a la conclusión 
que las soluciones 


_ 547 
4 


no pertenecen al con- 
junto de los números 
reales, sino que al 
conjunto de los nú- 
meros complejos. 


e Concluir que si el dis- 
criminante hb?- 4ac < 0 
entonces la ecuación 
cuadrática tiene so- 
luciones imaginarias. 
(15 min) 


ES 
S Ejercicio 2.10 
(30 min) Solución: 


/5 


a) Fi 


3 
adds 


Objetivo: Encontrar el conjunto solución de ecuaciones de 


segundo grado cuyas soluciones son imaginarias. 


Evaluación: Ejercicio 2.10 


clase 4. Soluciones imaginarias de ecuaciones de segundo grado 


¿ AY" Ejemplo 2.13. Resuelva 2x? -— 5x = —4 aplicando la fórmula cuadrática. 
! Solución: 2x? — 5x = —4 
: 2x2-5x+4=0 ..a=2, b=-5, c=4 


y= byb dac - (5) (SNA) 5177 


2a 2(2) a 


5+ -7 
4 


En una ecuación cua- 
drática si b? — 4ac > 0 
las soluciones son rea- 
les y si b? — 4ac < 0 las 
soluciones son imagi- 
narias. 


: ¿Qué sucede con la solución ? ¿Qué tipo de números tenemos? 


. ¿Es un número complejo? 


Soluciones imaginarias de una ecuación cuadrática 
Si en una ecuación cuadrática, b? — 4ac < O sus soluciones son 
imaginarias. 


S Ejercicio 2.10. Resuelva las siguientes ecuaciones cuadráticas apli- 
cando la fórmula cuadrática y determine el tipo de solución. 


a) 3x2-4x=-3 
b) 4x2 =-2x-3 
c) x2+x+9=0 
d) x2- 5x = -8 
e) 12-2x=-2 
f) -212+3x-3=0 
g) 12-x+6=0 


h) 5x2=4x-5 
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Objetivo: [A] Encontrar el conjunto solución de ecuaciones Unidad I. Lección 3. 
de grado mayor que 3 utilizando la factorización. Clase 1 


(Continúa en la siguiente página) 
Evaluación: [A] Ejercicio 3.1 


[A] 

e Deducir el método 
para resolver ecua- 
ciones polinómicas 


de grado mayor o 
Las ecuaciones x? + 2x2 + x +2 =0;11-81=0 y 3x5 = 12x? son ecuaciones e 
polinómicas de grado 3, 4, y 5 respectivamente. igual que 3. 


Lección 3. Ecuaciones de grado mayor que dos 


Clase 1. Ecuaciones de grado mayor o igual que 3 


* a 
La ecuación cuadrática x? + 7x + 12 = 0 se resuelve factorizando y aplicando Co ncl uir q ue hay 


la propiedad del factor cero. A LA 
2+7x+12=0 ecuaciones  polinó 


(e + 3)(x+4)=0 micas de grado 1, 2, 
x+3=0 ó x+4=0 
x=-3Ó6 x=-4 3; 4, etc. 


Conjunto solución: (-3, -4) 


De forma similar se puede encontrar el conjunto solución de algunas 
ecuaciones de grado mayor o igual que 3. 


* Relacionar la solu- 
i Q: Ejemplo 3.1. Encuentre el conjunto solución de las siguientes ecua-! ción de una ecuación 
i ciones polinómicas. E cuadrática por me- 
ta) x3+22+x+2=0 : 
O (34 2x2) +(x+2)=0 : dio de la factoriza- 
x (x+2)+(x+2)=0 ; ción con la solución 
Ar : de otras ecuaciones 
x+2=0 ó x2+1=0 AS 
1=-2 6 x=-1 polinómicas de gra- 
x=-2 ó x=+y-1  .. extrayendo raíz cuadrada ; do mayor que 2. 
x=-2 Óó x=ti VA =i : (10 min). 


Conjunto solución: (-2, i, —i} 


i La ecuación x3 + 2x? + x + 2 = 0 que es de grado 3, tiene 3 soluciones, de : 
+ las cuales, una es real (-2) y dos imaginarias (i, —i). : 
H 


Í b)xt-81=0 : 0 

E (2 9)(x?+9)=0 ; 0; Ejemplo 3.1 
lx: 3)( + 3)(? + 9) =0 ; *Hacer énfasis en el 
x-3=0 ó x+3=0 ó x2+9=0 : . $ 

f , tipo de soluciones 

x=3 ó x=-3 ó x2=-9 : . . . 
y3 e ó Psa ; (reales o imaginarias). 
x=3 ó x=-3 Óó x=23j i (20 min). 


Conjunto solución: (+3, +31) 
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Clase 1 


(Continuación) 


% O 

S Ejercicio 3.1. 
(15 min) Solución 
a) CS = (23, -2, 2) 


b)Cs=[y5,-y5,1) 
c) CS = (-3, 


d) CS = Es, 


e) cs=fo, 55765) 


f) CS = {0, 2,-2} 

g) CS ={2, -2, 2i, —21) 
h) CS = {0, 4, 5} 

i) CS = {0, 1) 

j) CS ={-3, i-i} 


k) CS = {0, 2, -1 + y3 i, 


-1-/3 i} 


c) IS = 24x? 
3x5 — 24x2 =0 
3x? (x3 - 8) =0 
3x? (1 — 2)(x? + 2x+4)=0 
3x2 (x-2)(x+1+ /35)l(x+1-/31)=0 
312=0 ó x-2=0 ó x=-1-/3i ó x=-1+/3: 
x=0 ó x=2 ó x=-1- y3i ó x=-1+ 431 
Conjunto solución: (0, 2, -1+ v3:i) 


d) xt =-8x 

x+8x=0 

x(1+8)=0 

x(x + 2)(x2- 2x + 4)=0 

x=0 ó x+2=0 ó 13?2-2x+4=0 


x=0 ó x=-2 óx=1+/3i¡6x=1-43i 
Conjunto solución: (0, -2, 1+ Ji, 1- /3iì} 


& Ejercicio 3.1. Resuelva las siguientes ecuaciones polinómicas utilizan- 
do la factorización. 


a) xX + 3x?-4x-12=0 b) x3 -x2 -5x =-5 

c) 28 =-6x2+x+3 d) 3x + 15x2- 2x- 10 = 0 
e) x3 — 5x = 15x2 f) 3x4- 12x? = 0 

g) -“-16=0 h) x? + 20x = 9x2 

i) 5x4- 10x3 + 5x? = 0 j) X + 3x2? =-x-3 

k) 2x5 = 16x? 
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Objetivo: [A] Definen una ecuación bicuadrada 
Resuelven una ecuación bicuadrada mediante el 


cambio de variable. 


Evaluación: [A] Ejercicio 3.2 


Unidad I. Lección 3. 
Clase 2 y 3 


(Continúa en la siguiente página) 


Clase 2 y 3. Ecuaciones bicuadradas. Resolución por cambio de variable 


. 
, 


i Solución: 


103 Ejemplo 3.2. Resolver la ecuación x*— 11x? + 30 = 0 : [A] 


: Para resolver la ecuación dada se reescribe de la siguiente manera. 


¿4 11x? +30=0 


i (12)? - 11x2 +30=0 Aplicando la propiedad de los exponentes 


(potencia de una potencia). 


: Luego se realiza un cambio de variable y = x? y se sustituye: : La ecuación resultante 
i y? — 11y+30=0......... se convierte en una ecuación de segundo grado. ! puede resolverse por 


: Resolver la ecuación resultante 
: y?-11y+30=0 y?-11y+30=0 
| | v-6) (y=5) 


EJ a -6y 
Ey -5J -5y 


-11y 


factorización o fórmula 
general. 


: Como y = x? se sustituye nuevamente para encontrar los valores de x. i —~ Ø 


: y=6 
:x2=6 


| x=+y6 


! Por lo tanto, el conjunto solución está dado por: 


c.s. EvV5,-4/6, V5, v6} 


+ *A la ecuación x*— 11x? + 30 = 0 se le llama ecuación bicuadrada. 
k 


*Se puede comprobar 

las soluciones para ve- 

rificar que satisfacen la 
igualdad. 

y/5 ia /5 P+30=0 

25-55+30=0 

-30+30=0 

0=0 

Intenta comprobar el 


Definición 3.1 


resto de soluciones. 


Una ecuación bicuadrada es una ecuación de la forma 
ax? + bx? + c = 0, donde a, b, c son números reales. 


[A] Definir una ecua- 
ción bicuadrada 


CG 

S Ejemplo 3.2 

(25 min) 

*Se presenta en la pizarra la 
ecuación x*- 11x? + 30 = 0 
M: ¿Qué tipo de ecuación 
es? 

RP: Ecuación de grado 4 
M: ¿Cómo podemos resol- 
ver esta ecuación? 

M: Observe los exponen- 
tes de la variable en la 
ecuación ¿Qué me puede 
decir de ello? 

RP: Son números pares, 4 
es múltiplo de 2 

M: ¿Cómo podemos es- 
cribir el número cuatro en 
términos de 2? 

RP: Como 2 + 2 

*Pedir a los estudiantes 
que reescriban la ecua- 
ción de tal manera que x* 
esté expresado como po- 
tencia de potencia (x2)2. 


Para resolver una ecuación bicuadrada se utiliza una variable auxiliar, es M: Q : ti > 
decir, se expresa x* = (x2)? y luego se sustituye y = x?, de esta forma se : Que tienen en comun 


obtiene una ecuación cuadrática de la forma: los términos de la ecua- 
ay? +by+c=0 . . 
Ed ción con variable. 
g Ejercicio3.2. Resolver las siguientes ecuaciones. Ver Ejemplo 3.2 RP: Ambos tienen x2 
A 13x2 = 4-6r2+8= E , F 
a) xt- 13x2 +36=0 b) xt- 6x2+8=0 La ecuación tiene 4 so- M: Se hará un cambio de 
c) 9x4 + 16 = 40x2 d) 4x4- 5x2? +1=0 luciones reales. . 
e)xt-7x2+12=0 variable y = x? 
¿Qué resultó al sustituir? 
RP: Una ecuación de se- 
gundo grado. 
Concluye: la ecuación re- 
sultante se puede resolver 
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M: ¿Cuántas soluciones tiene la ecua- que debe ser de la forma axt + bx? + ! á 
ción dada? c = 0, y se convierte a una cuadrática — Aa a E 
* RP: 4 son: Ey5, -/6, V5, v6} haciendo el cambio de variable. mente A 
Contuye Dennicion 3d AO iercici j Encuentran las raices de la 
*Recalcar que para resolver una ecua- M Ejercicio 3.2. (20 minutos) y 

ción bicuadrada se debe tener en Solución véase en Página 64. e 

cuenta y las características de ésta ya [Hasta aquí Clase 2] po 
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Unidad I. Lección 3. 


Clase 2 y 3 


(Continuación) 


[Desde aquí Clase 3] 


[B] 


q: Ejemplo 3.3 

(10 min) 

Resolver ecuaciones bicua- 
dradas donde las solucio- 
nes son reales o complejas. 
*Presentar en la pizarra 
el ejemplo y resolverlo si- 
guiendo el procedimiento 
aprendido anteriormente. 
M: ¿Cuáles son las solu- 
ciones de la ecuación cua- 
drática encontrada? 

RP: 6 y -2 

M: ¿Cómo son las solucio- 
nes de la ecuación original? 
RP: Dos reales y dos com- 
plejas 

Concluye: Si la ecuación 
cuadrática encontrada tiene 
una solución positiva y otra 
negativa la ecuación original 
tendrá dos soluciones reales 
y dos soluciones complejas. 


QD 

N Ejercicio 3.3 
(10 min) Soluciones 
Véase pág. 64 


*Presentar en la pizarra el 
Ejemplo 3.3 y resolverlo 
sin consultar el LE 

Siguiendo el mismo pro- 
cedimiento anterior haga 
que los estudiantes se 
den cuenta que si las so- 
luciones encontradas en la 
ecuación son negativas se 


X Ejemplo 3.4. (5 min) 


Objetivo: 


[B] Resolver ecuaciones bicuadradas en las que las 


soluciones son reales y complejas 


Evaluación: [B] Ejercicios 3.3, 3.4, 3.5 


A Q: Ejemplo 3.3. Resolver x* — 4x? — 12 = 
i Solución: 
$! x14-4x?-12=0 se puede expresar como 
i (x2)? -41?-12=0 sustituir y por x? 
y -4y-12=0 


$ Aplicando factorización como y = x? 

¿y?-4y-12=0 *=y=6 x2=y=-2 
(—6)(p+2)=0 x=+/6  x=*4y2i 

¿y-6=0 ó y+2=0 soluciones complejas 


CS. (-/6, V6,-V2i, 425) 


«e Ejercicio 3.3. Resolver 
a)x*+2x2-3=0 

c) 5x4 — 6x2 - 351 = 0 

e) xt +x? =12 


b) 3x4 — 9 = 26x2 
d) x4- 5x2? +4=0 


i RO Ejemplo 3.4. Resolver x* + 5x2 +4 =0 
¿Solución 

445x244 =0 

¿(2)? +5x2+4=0 sustituir y por x? 
y2+5y+4=0 


X Ejercicio 3.4 
a) 21*-x?2-1=0 
c) xt + 4x2? +3=0 
e) 12x? + 8 = 16x4 + 44x? + 24 


b)x4+2x2+1=0 
d)x*-9=0 


Otro tipo de ecuaciones que pueden resolverse como una ecuación cuadrática. 


po : Ejemplo 3.5 

1x6-7x3+6=0 

: Q3)?-7x3+6=0 sustituir y por x3 
y2-7y+6=0 
¿(-6)(p-1)=0 x= 3/6  x=3/1=1 
: Cs. (3/6, 1) 


A=y=6 ó xY=y=1 


S Ejercicio 3.5 
a)x*-7x3-8=0 
c) 2x6-x3-1=0 


b)x8-7x4+12=0 
d)x8+9=0 
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[B] á 
— Q 
*Si la ecuación ay? + by 
+c=0tiene dos solucio- 
nes positivas, la ecua- 
ción inicial ax* + bx? + c 
tiene cuatro soluciones 


x=ty y, X= Y 


En 


Recuerda que si se tie- 
ne y—2 esta se puede 
expresar como: 


v2 /-1=y/2i 
ES 


*Si la ecuación 

ay? +by+c=0 
tiene una solución posi- 
tiva, entonces la ecua- 
ción inicial tiene dos 
soluciones reales y dos 
soluciones complejas. 


*Si la ecuación ay? + 
by+c=0 tiene dos 
soluciones negativas, 
la ecuación inicial no 
tiene soluciones reales, 
las soluciones son com- 


plejas. 


Nota que esta ecuación 
solo tiene dos solucio- 


nes. 
*Intenta comprobar sus 
respuestas. 


(Y) Ejemplo 3.5. (5 min) 


RS 

& Ejercicio 3.4. (10 min) 

Discutir soluciones en la pizarra. Asignar de 
tarea. Véase soluciones en pág. 64 


Cy 
S Ejercicio 3.5. (5 min) 
Soluciones en pág. 64 


puede inferir que las solu- 
ciones de la ecuación dada 
serán complejas. 
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Objetivo: 


[A] Definen una ecuación recíproca. 


Determinan si una ecuación es recíproca o no. 


Evaluación: [A] Ejercicio 3.6 


: Q Ejemplo 3.6. 

: Dada la ecuación 3x? + 5x + 3 = 0 sustituir la variable x por Ł, 
: Solución: á 
13x2+5x+3=0 

tyly 1 z 1 
as x= 


f 3x2+5x+3=0 


*Clase 4 y 5. Ecuaciones recíprocas 


PERTTELI > 
' 


> multiplicar por x? ambos lados para 


elg ++] (0) 
i i eliminar fracciones. 


3x? 4 5x? +3x2=0 
X? x 


3+5x+3x2=0 > ecuación resultante 


: La ecuación se puede escribir 


> resultó exactamente la misma ecuación original 


: Q: Ejemplo 3.7. En x? + 4x +3 =0 sustituir x por 4 i 


+ Solución: 
¿2 +4x+3=0 


¡(Ey+aL)+3=0 


Se +312=0 
Xx 


¿1+4x+312=0 
i 3x2 +4x+1=0 > 


Esta ecuación es diferente a la ecuación dada. 


: La ecuación del Ejemplo 3.6 se le conoce como ecuación recíproca y la; 
: ecuación del Ejemplo 3.7 como ecuación no recíproca. 


Definición 3.2. Ecuación recíproca. 


Una ecuación polinómica P,,(x) = 0 de gradon, con n natural es recíproca 


si y solo si se conserva idéntica al sustituir la variable x por Ł. 


SX Ejercicio 3.6. 
Determine cuál de las siguientes ecuaciones es recíproca. 


a) 312-5x+3=0 d)3-2x2+2x-1=0 
b)x?-4x-1=0 e)x*-8x3+8x-1=0 
c) x3 +3x2+3x+1=0 f) 2x?-2x-2=0 


Unidad | + Lección 3 + Clase 4 y 5. Ecuaciones recíprocas 19 


& Ejercicio 3.6. (10 min) 


a) Sí 


d) Sí 


b) No c) Sí 
e) SÍ f) No 


Unidad I. Lección 3. 
Clase 4 y 5 


(Continúa en la siguiente página) 


[A] Definir una ecua- 
ción recíproca 


LOX Ejemplo 3.6 (5 min) 
Presentar en la pizarra 
la ecuación. (15 min) 


M: Sustituya — donde 

está x. 

Y resuelva las operacio- 

nes indicadas. 

M: ¿Cómo es la ecua- 

ción resultante? 

A RP: Idéntica a la dada 

A Concluye: A la ecuación 

ecuación no recíproca. dada se le conoce como 
ecuación recíproca. 

M: ¿Cómo puede de- 

finirse una ecuación 

recíproca? ¿Se cumple 


para toda ecuación que 


al sustituir 1 resultará 


Nota que 3x? + 5x + 3 = 
3 + 5x + 3x2 


X? + 4x +3 Z 1+ 4x + 3x? 


la misma ecuación? 
RP: No sé. 


0; Ejemplo 3.7. 

(7 min) 

*Presentar en la pizarra la 
ecuación y verificar si la 
ecuación dada es recíproca 
M: ¿Resultó la misma 
ecuación que la original 
cuando se sustituye 1> 
RP: No, es diferente. 
Concluye: a esta ecua- 
ción le llamamos no re- 
cíproca. 

Concluye: Definición 3.2 
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Clase 4 y 5 Objetivo: [B] Determinan si una ecuación es recíproca o no. 
(Continuación) 

Evaluación: [B] Ejercicios 3.7 
(Continúa en la siguiente página) 


[B] Tipos de ecuacio- 
nes recíprocas 
(13 min) 


Si se tiene la ecuación recíproca 
xP 014, 200724. +P2x2+P4x+Pp9=0 


* . a 
Analizan los tipos de La ecuación obtenida al sustituir x por 4 y eliminar los denominadores 

ecuaciones recíprocas resulta Po x” + P4 x”-1 + P3 x”-2 +... +P -2xX2+P,-1xX+1=0 

que se tienen depen- 


diendo de sus coeficien- 


Como son recíprocas las ecuaciones entonces se tiene: 


«Par a Pa: = Pn-2. = Pn-1 
tes Pa-1= Po’ Pa-2= Pao P2 = Po + P= Po” 
Si P=- se tiene que: (P¿)?=1 y Pọ=+1 
*Hacer la deducción de SiP¿=+1 entonces se tiene dos tipos de ecuaciones recíprocas. Es 
los coeficientes equidis- a) Cuando Pp = 1 cian 
.Z En una ecuación recíproca se cumple que P,, = P, 1 para toda n, es 
tantes de una ecuacion decir los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos Son iguales sus coefi- 
reciproca pueden ser son iguales. A este tipo de ecuación se le llama ecuación simétrica. cientes. 
iguales u opuestos y que b) Cuando Po = -1 ~ 
R En una ecuación recíproca se cumple que P, = —P,,_ 1, para todo n, es -2x2+2x-1=0 
estas condiciones son decir los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos son 
suficientes pa ra poder opuestos. A este tipo de ecuación se le llama Ecuación hemisimétrica. Los coeficientes son 
4 “fo . opuestos. 
identificar si una ecua- =- j 
ción es recíproca ono. : Y da 3.8. Verificar si la ecuación 14— 513 + 5x — 1 = 0 es recíproca A Nota que la ecuación 
NS, e qué tipo es. : del Ejemplo 3.8 no tiene 
¿ Solución: ¿el término cuadrático. 
txt- 5x3 +5x-1=0 : 
ia ¡(bos Lp +s(L)-1=0 : Para comprobar si es 
AY Ejemplo 3.8 EA i 7 recíproca y de que tipo, 
` Hea E t basta con observar sus 
(10 min) poe - 3 coeficientes. 
y : 1-5x+5x3-x*=0 : 
Presentar en la pizarra E o -525-1 
y verificar si es recípro- ; E TE 
d > ti + Son opuestos por lo 
ca y de que tipo es. Dele =htetiorss puede conil tanto es hemisimétrica. 
Concluye que en las Nota que la ecuación del 
ecuaciones reciprocas el En las ecuaciones recíprocas el término central es nulo. Fjemplo 38 ENE mao E 
i par sin embargo el tér- 
término central es nulo. mino central no existe. 


[Hasta aquí Clase 4] 
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26 Unidad I + Lección 3 + Clase 4 y 5. Ecuaciones recíprocas 


Objetivo: [C] Determinan cuando 1 y —1 son raíces de una 


ecuación recíproca. 


Evaluación: [C] Ejercicio 3.8 


Clase 4 y 5 


(Continuación) 


SX Ejercicio 3.7. Determine si las siguientes ecuaciones son recíprocas y 


de qué tipo son: 


7 7 


a) x4- 2x? +2x?-1=0 b) x3- 5x? + 7$x-1=0 


2 


3 3 


c) x5- 2x3- 2x2+1=0 d) 8x6 — 8x4- 8x? +8 =0 


5 5 
3 3 


E E SNE, $ = 6-2 y44 2 
e) x3-7x2?-7x+1=0 fx 73045 


g) 4x5- 2x4 + x3 +x?—2x+4=0 


: LOA Ejemplo 3.9. Determine: Sí —1 es raíz de la siguiente ecuación recí- ; 


Í proca. 
134+2x2+2x+1=0 
i Solución: 
: Aplicando división sintética. 
Fo-1 (1.2.2 1 
=E -1 =1 


1x?-1=0 


Z 


| 1 1 1 0| —=> -1 es una raíz dex3+2x2+2x+1 : Nota que la ecuación 


De lo anterior se deduce que: 


es simétrica y de grado 
impar. 


¿De qué tipo es la ecua- 
ción 


Si se tiene una ecuación recíproca simétrica de grado n impar esta x342x2+2x+1=0? 
tendrá una raíz x = —1 es decir es divisible por x + 1 y el cociente será 


una ecuación recíproca simétrica de grado par. 


¿El cociente x? + x + 1 


es recíproca? 


a 
: os Ejemplo 3.10. Determine si 1 es raíz de la siguiente ecuación recíproca ; *Cero no puede ser raíz 


115 4x%-2x3+2x2+4x-1=0 
i Solución: 

+ Aplicando división sintética 

¿1 1 -4 -2 2 4 -1 
: 1 =3 = =3 1 
; hi -3 -5 -3 1 lo 
: 1 es una raíz de la ecuación recíproca. 


+ Aplicando el teorema del factor se puede expresar: 


De lo anterior se deduce: 


de una ecuación recí- 
proca. 


A Q 
Nota que la ecuación es 


hemisimétrica de grado 
impar. 


El cociente 
x4- 3x3 — 5x2- 3x + 1. 


Si se tiene una ecuación recíproca hemisimétrica y de grado impar esta ¿Es recíproca? ¿De qué 
tendrá una raíz x = 1 es decir es divisible por x— 1 y el cociente será una tipo? 


ecuación recíproca simétrica de grado par. 


Compruebe si el cociente resultante es 
recíproca y de qué tipo es. 

RP: Si es recíproca y es simétrica. 
Concluir: toda ecuación simétrica de gra- 
do impar tendrá como raíz —1 y el cocien- 
te será recíproca simétrica de grado par. 
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XŒ Ejemplo 3.10. (10 min) 

Seguir el mismo proceso de inducción 
que en el Ejemplo 3.9. Concluir toda 
ecuación recíproca hemisimétrica de 
grado impar tiene como raíz x = 1 y su 
cociente es una ecuación recíproca si- 
métrica de grado par. 


[Desde aquí Clase5] 


Ga 

S Ejercicio 3.7 

(10 min) 

Resolver y discutir en la pi- 
zarra el ejercicio. 

*Al determinar si una 
ecuación es recíproca o no 
o de que tipo es, basta con 
observar sus coeficientes y 
dependiendo la caracterís- 
tica que cumplan se puede 
definir de que tipo es. 
Soluciones: 

a) No Recíproca 

b) Recíproca. 

c) Recíproca. 

d) Recíproca. 

e) Recíproca. 

f) Recíproca. 


g) Recíproca. 


[C] Determinar si —1 
y 1 son raíces de una 
ecuación recíproca 


Y Ejemplo 3.9 

(10 min) 

Presentar el ejemplo en la 
pizarra y pedir a los estu- 
diantes que verifiquen si —1 
es raíz de la ecuación utili- 
zando la división sintética. 
¿Qué pueden concluir acer- 
ca de la división entre x + 1? 
RP: Que x + 1 es un factor 
del polinomio del miembro 
izquierdo de la ecuación. 
M: ¿Qué tipo de ecuación es? 
RP: Recíproca simétrica. 
M: ¿Cómo es el grado de 
la ecuación? 

RP: Impar 
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Clase 4 y 5 


(Continuación) 


Q Ejemplo 3.11 

(10 min) 

Seguir el mismo proceso 
de inducción que en el 
Ejemplo 3.9 


Concluir toda ecuación re- 
cíproca hemisimétrica de 
grado par tiene como raíz 
x= 1,x=-—1 y su cociente 
es una ecuación recípro- 
ca simétrica. 


*Es importante hacer no- 
tar al estudiante que para 
que la ecuación hemisi- 
métrica sea divisible por 
x? — 1 debe ser de grado 
par. De igual manera en 
los casos anteriores ya que 
tiene que saber identifi- 
car las características de 
las ecuaciones para poder 
determinar si tienen como 
raíces x= 1 óx=-1. 


% 

X Ejercicio 3.8 

(5 min) 

Supervisar el trabajo indi- 
vidual de los estudiantes 
y así lograr identificar los 
errores que pueden co- 
meter, a la vez verificar si 
hubo entendimiento del 
tema y se logró el objeti- 
vo de la clase. 

Se puede asignar de ta- 
rea si el tiempo no es su- 
ficiente. 

Soluciones: 

a) No simétrica 


: Q: Ejemplo 3.11. Comprobar si x = 1 y x = —1 son raíces de la siguiente ! ¿De qué tipo es la ecua- 
i ecuación recíproca. : ción del Ejemplo 3.11? 
: 2x6 + 3x4- 3x?-2=0 : 


: Solución: 

: Para aplicar división sintética debemos completar la ecuación con todos 
Í sus términos. 

¿2x5 +0x5 + 3x4 + 0x3 — 3x? + O0x—-2 =0 


E (x+ 1)(2x5 — 2x4 + 5x3 — 5x2 + 2x — 2) = 0 


i Comprobar para x = 1 


Í Aplicando teorema del factor se tiene: : ¿2x4+5x2+2=0es una 
: ecuación recíproca? 

i (x+ 1)(0— 1)(2x1 + 5x2 + 2) = 0 ¡ ¿De qué tipo? 

¿e 1)(2x + 5x2 +2) =0 


De lo anterior se deduce: 


Si se tiene una ecuación recíproca hemisimétrica y de grado par, esta 
tendrá una raíz x = 1 y x =—1 es decir es divisible por x2- 1 y el cociente 
será una ecuación recíproca simétrica. 


$ Ejercicio 3.8. 
En el Ejercicio 3.7 determine de cuales ecuaciones son raíces x = 1,x=-1 
y encuentre la ecuación recíproca simétrica en cada caso. 
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e) —1 es raíz, x?-8x+1=0 
es simétrica 

f) 1y-1son raíces, x4 — Lx +1=0 
es simétrica 

g) -1 es raíz, 4x4 — 6x3 + 7x2-6x+4=0 
es simétrica 


b) 1 es raíz, x2 — 3 x+ 1=0 
es simétrica 

c)-1es raíz, xt- x 3 + -x+ 1=0 
es simétrica 

d) 1y-1son raíces, 8x*-8=0 
es simétrica 
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Objetivo: [A] Encontrar las raíces reales e imaginarias de una 
ecuación con coeficientes reales. 


[B] Encontrar los coeficientes de una ecuación 


Unidad I. Lección 3. 
Clase 6 y 7 


(Continúa en la siguiente página) 


dada una de sus raíces. 


Evaluación: [A] Ejercicio 3.9, [B] Ejercicio 3.10 


clase 6 y 7. Raíz imaginaria de una ecuación con coeficientes reales 


i Solución: 
+ x= 1 es una raíz de la ecuación. 


1 |1 0 o0 -1 


1 1 1 
| 1 1 1 o 


: Por el teorema del factor la ecuación se puede expresar: 


-1=0 


: = 1)x2+x+1)=0 
q x-1=0 ó x2+x+1=0 > se aplica fórmula general para resolver į 


la ecuación cuadrática. 


to o -14/31 
y E 


+ Las raíces de la ecuación son 1, 


¿es a Atii -1- = 


: : 
+ Las soluciones de la ecuación x — 1 = 0 son tres: una solución real y dos : 


: soluciones complejas. 
i 


i o Ejemplo 3.13. Six=1+ V5 ies una raíz dex3+ax+b=0 encontrar į 


SX Ejercicio 3.9. Resolver 
a) 13-8=0 

c) x3 =-27 

e) x3- 3x2? + 5x-3=0 

g) 48- 2x? +2x-1=0 


* a, b, donde a y b son números reales. 


: Solución: 


+ La ecuación x? + ax + b = 0 es de grado 3 por lo tanto tiene tres raíces, se ! 


: conoce una de ellas por lo que se sustituye en la ecuación. 


i (1+ y5 i} +a(1+ /5 i) + b =0 > sustituyendo x por 1 + V5i 
¿-14-2/5i+a+a 5i+b=0 > al resolver(1 + v5 i}? 


: Se puede agrupar las cantidades reales y las complejas. 


i (a+b-14)+ /5 (a-2)i 
¡a+b-14=0 


a-2=0 


:2+b-14=0 a=2 
:b-12=0 
:b=12 


i Por lo tanto, al sustituir a y b se tiene la ecuación x? + 2x + 12 = 0 


ecesh +71 


h) CS:{+V3 , i} 


[Hasta 
[Desde 


= 0 > es un número complejo de la forma a + bi: 


[A] 


Nota que 
está dado por 


14431 
Sia y su conju- 


de ii E 


-1+ 431 
2 


" 2 


Como x= 1+ /5 ¡es una 
solución de la ecuación. 
Se puede concluir que 
su conjugado 1 — y/5¡ 
también es raíz de la 
ecuación 13+ax+b=0 


(1+/5P=(1+ /51P(1+/51) 


Aplicando el producto 
notable se tiene: 
(2+2/5)(1) + (1/51?) 
(1+ (1/51) = 
(1+2/51-5)(1+ /51) 
= (-4+2/51)(1+ /51) 
-4-4/5i+2/5i-10 
-14-2/5i 
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Q: Ejemplo 3.13 


[B] Dada una raíz de una ecuación encontrar sus raíces. 


(15 min). Plantear el ejercicio en la pizarra. 


aquí Clase 6] 


aquí Clase 7] RP: 3 porque su grado es 3 


M: ¿Cuántas soluciones tiene la ecuación? 


[A] Encontrar las raí- 
ces imaginarias de una 
ecuación de grado ma- 
yor que 2. 


Q Ejemplo 3.12 

(15 min) 

*Plantear el Ejemplo 3.12 
en la pizarra y pedir a los 
estudiantes que encuen- 
tren las raíces utilizando 
división sintética. 

*Hacer que los estudiantes 
se den cuenta que solo es 
posible encontrar una raíz 
por la división sintética por 
lo que es necesario aplicar 
la fórmula general para en- 
contrar las otras dos raíces. 
M: ¿Las raíces encontradas 
mediante la fórmula gene- 
ral son reales? 

RP: No, son complejas 
Concluye: Las soluciones 
de la ecuación son reales y 
complejas 

*Hacer notar al estudiante 
que las soluciones comple- 
jas están dadas por el con- 
jugado de una de ellas. 


Ca 
& Ejercicio 3.9 
(30 min) Solución 
a) CS: {2, -1 + y3 i} 


b) CS: {0, -2, 1 + /31) 
c) CS: a, En MEA 


d) CS: lo,-1, aia) 
e) CS: {1, 1+ /21) 
f) CS: (1 , 3, -5) 
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Unidad I. Lección 3. 


Clase 6 y 7 


(Continuación) 


Clase 8 


Objetivo: [A] Explican el teorema fundamental del álgebra. 
[B] Deducir el teorema de la duplicidad de raíces. 


Evaluación: [B] Ejercicios 3.11 


(Continúa en la siguiente página) 


M: ¿Six=1+ J5 i es raíz 
de la ecuación qué se pue- 
de inferir de las soluciones 
restantes? 

RP: El conjugado también es 
solución de la ecuación 

M: ¿Cómo podemos encon- 
trar los coeficientes de la 
ecuación? 

RP: Sustituyendo la raíz 
dada en x. 

*Hacer que sustituyan la 
raíz y que encuentren un 
número complejo de la for- 
ma a + bi. 

Resolver en el cuaderno y 
hacer supervisión individual 
del trabajo, luego discutir 
en la pizarra los resultados. 


*Recordar a los estudian- 
tes que para que un núme- 
ro complejo sea cero debe 
ser cero, la parte real y la 
parte imaginaria también. 
Es decir: a + bi = 0 si y solo 
sia=0yb=0 

Por lo tanto se puede igua- 
lar a cero el número com- 
plejo que resulto después 
de la sustitución. Y de esa 
manera se obtienen los co- 
eficientes de la ecuación. 


RO 
S Ejercicio 3.10 
(30 min) 


aja=-2,b=4 
b)a=7,b=0 

c)a=1,b=-1 
d)a=-4,b=8 


Resolver y discutir los ejer- 
cicios en la pizarra 


[Hasta aquí Clase 7] 


Utilizar la división sintética para encontrar la raíz real. O se puede resolver apli- 

cando la suma de cubo. 
xX +2x+12=0 (a + b} = œ + 3æ@ b+ 
Aplicando el teorema del factor se tiene (x + 2)(x?— 2x + 6) = 0 3ab? + b3 


E E SS 7 (1+ /5 i} =13+3(1)? (4/5 ìi) 
1=-2,1=14/5,0=1-V5i +201/52+(/517 


=14+3/5i-15-5/5i 
o =-14-2/5i 
X Ejercicio 3.10. En cada caso encuentre a y b dada una raíz de cada È 
ecuación, a y b son números reales. — Q 
*Un número complejo a + 
a)x=1-i; 3+ax+b=0 bi = 0 si y solo si a = 0 y 
b=0 
b) x=-47 i; xX+ax+b=0 
Al resolver x? - 2x +6 = 0 
usando fórmula general 


*d)x=1+ 4/35 x +ax?+bx-8=0 se encuentran las solucio- 
nes complejas. 


c) x=1-2i; xX +ax?+bx+15=0 


Clase 8. Teorema fundamental del álgebra 


¿ IA] E 
: Solución: : O Q 
: Al utilizar el teorema del residuo se puede probar con algunas raíces. : Para aplicar el teorema 
: : del residuo es necesario 
ix=41; x=2+2; x= +4 x=+ 1 : E 
; 2 + definir los valores por los 


i P(1)=30 P(2) = 264 P(4) = 3060 ¿que se debe sustituir la 
¿P(21)=-6 P(-2)=-120  P(=4)=-2380 ¿o Variable x. 


i P( 4) = S>. P(- + )=0 se puede observar por el teorema del i Una forma de seleccio- 
i factor que — 4 es raíz de P(x). i a es oa ps 
ivisores del primer y úl- 
timo término. 
Por ejemplo: 
: c D(2)=+1,+2 
> 1 10 2 D(4)=+1,+2,+4 
: : Luego obtener el cocien- 
: te entre los divisores del 
10) 8 + último término y el pri- 
: mero. 


: Aplicar división sintética 


Í Al aplicar el teorema del factor se tiene: : D(4) + D(2) = +1, +2, +4, 
[215 + x4 + 10x3 + 5x2 + Bx +4 = (x+ $ )(2114 101 + 8) = i + 


2(e+ $ t+ 512 + 4) =2(x+ j+ 1)(x2 + 4) 


[Desde aquí Clase 8] resolverlo. 
[A] *Aplicando los teoremas estudiados 
sa anteriormente encuentran las raíces de 
Q Ejemplo 3.14. (15 min) la ecuación dada. 
*Plantear el ejercicio en la pizarra y Concluir que de acuerdo al teorema 
pedirle a los estudiantes que intenten del factor % es raíz de la ecuación. 
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Al obtener las raíces: 
1 


x=-=>3 x=ti 


2 


El polinomio 2x5 + x4 + 10x3 + 5x2 + 8x + 4 tiene una solución real y 4 
soluciones complejas. 


Del Ejemplo 3.14 se puede concluir el siguiente teorema. 


Teorema 3.1. Teorema fundamental del álgebra. 
Si P(x) es un polinomio de grado n > 1,entonces P(x) = O tiene por lo 
menos una raíz real o compleja. 


A Q: Ejemplo 3.15. Encontrar las raíces de P(x) = x4 + 4x3 + 3x2 — 4x — 4 
: Solución: 

* Aplicar el teorema del residuo con x = 1, x = —1, x = —2 

i P(1)=0 P(-1)=0 P(=2)=0 


i En la división sintética se tiene: 
¡1 -4 5 8 4 
4 -1 -4 -4 


o laos 4 ld 


E x4 + 4x3 + 3x2 — 4x- 4 = (x— 1)(x + 1)(x2 + 4x + 4) 
+= (x— 1)(x + 1)(x+2)(x+2) > Factorizando el trinomio 


: En este caso el factor (x + 2) se repite dos veces por lo que el polinomio 
+ x4 + 4x3 + 3x2 — 4x — 4 tiene 4 raíces contando 2 veces —2. 

A 

*A este proceso se le conoce como duplicidad de raíces de lo que surge el 
siguiente teorema: 


Teorema 3.2 Duplicidad de raíces. 

Si P(x) es un polinomio de grado n > 1; entonces P(x) = O tiene 
precisamente n raíces; siempre y cuando la raíz de multiplicidad k se 
cuente k veces. 


Esto permite la canti- 
dad de números que se 
pueden probar. 


Factorizando el térmi- 
no: x4+5x2+4 
Se obtiene: 

x=ti x=+2i 


En el Ejemplo 3.14 se 
obtuvieron raíces rea- 
les y complejas. 


Por el teorema funda- 
mental del álgebra se 
sabe que la ecuación tie- 
ne por lo menos una so- 
lución real o compleja. 


ES 
Todo polinomio de gra- 
do n > 1 y coeficientes 
complejos se puede fac- 
torizar exactamente en n 
factores lineales. (no ne- 
cesariamente distintas). 
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Clase 8 


(Continuación) 


*Aplicar el teorema del 
factor para expresar la 
ecuación como el pro- 
ducto de sus factores 
Resolver la ecuación re- 
sultante aplicando facto- 
rización 

M: ¿Cómo son las solu- 
ciones encontradas? 

RP: Una solución real y 
las otras complejas 

M: ¿Qué se puede dedu- 
cir de las soluciones de 
una ecuación de grado 
mayor o igual que 1? 

RP: Tendrán soluciones 
reales y complejas. 
Concluye: Teorema fun- 
damental del algebra 
Toda ecuación de grado 
mayor o igual que uno 
tiene por lo menos una 
raíz real o compleja. 


[B] 


Q Ejemplo 3.15 

(10 min) 

Presentar en la pizarra el 
ejemplo y permitir que 
los estudiantes lo resuel- 
van si consultar LE. 
Encontrar todas las raíces 
de la ecuación dada. 


*Como la ecuación es de 
grado 4 tiene 4 solucio- 
nes, pero hay una raíz 


Concluir con Teorema 3.2 de la 
duplicidad de las raíces. 


que se repite por lo que 
se le conoce como dupli- 
cidad de raíces. 
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Clase 8 


(Continuación) 


$ Ejercicio 3.11 
Resolver los ejercicios y 
discutir las respuestas en 
la pizarra 

(20 min) 


Soluciones: 
PE E 
a) CS:{2, —2, Laai 


b) csd 4, + /25 

c) CS:{-1, -3, + y5 1) 

d) cs: 5,3, 1,4 /2i} 
e) CS: {2, + a 
f) CS: (1, -3) 

g)0s: 3,1 1/51) 
h) CS: (4, + 4/7 i} 


i) CS: {-5, —1, 2} 


j) CS: {2, -2 + y2 i} 


& Ejercicio 3.11. Encontrar las raíces de los siguientes polinomios. 


a) xt- x3 — 3x? + 4x — 4 

b) 4x4 +7x2-2 

c) x4 + 4x3 + 8x? + 20x + 15 

d) 2x5 — 7x4 + 6x3 — 11x? + 4x + 6 
e) 45- 8xt-x+2 

f) x3 + x2- 5x +3 

g) 4x4 + 12x3 + 29x2 + 60x + 45 

h) x4 + 8x3 + 23x2 + 56x + 112 

i) x5 + 3x4- 13x3 — 11x? + 24x + 20 


j) xt- 6x? — 8x + 24 
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32 Unidad I + Lección 3 + Clase 8. Teorema fundamental del álgebra 


Objetivo: [A] Resuelven inecuaciones de grado mayor que 


dos mediante factorización. 


Unidad I. Lección 4. 
Clase 1, 2 y 3 


a o. (Continúa en la siguiente página) 
Evaluación: Ejercicio 4.1 


: Y Ejemplo 4.1. Los lados de un cuadrado se extienden para formar un : 


Lección 4. Inecuaciones de grado mayor que dos 


Clase 1, 2 y 3. Solución de inecuaciones por factorización 


: rectángulo, uno de los lados se extiende 3 cm y el otro 5 cm. Si el área del È 
: rectángulo resultante es menor a 120 cm?. ¿Cuáles son las posibles longi- ; 
: tudes del lado del cuadrado original? : 


: Solución: 


EX 5 


Lados del rectángulo: 
(«+ 5) y («+ 3) 

Área del rectángulo: 
(x + 5)(x + 3) 


i Como el área es menor a 120 cm? se expresa (x + 5)(x + 3) < 120 


: Desarrollando el miembro de la izquierda se tiene: 
11x2+8x+15<120 : 
:x2+8x-105<0 > aestaexpresión se le conoce como Inecuación Cuadrática. € 


: Para encontrar la solución de una inecuación cuadrática se utiliza un : 
: proceso similar que en las ecuaciones cuadráticas, para ello se utilizará la : 
+ factorización. : 


i x2 + 8x- 105 <0 


+ A-15y7 se les llaman valores críticos y sirven para determinar los intervalos. ! 


(+ 15)(x-7)<0 


! Para obtener el conjunto solución de la inecuación se utilizará un diagrama : 
: de signos. Para ello se determinan los intervalos que se forman utilizando ; 
+ los valores críticos como extremos. : 


+ Intervalos que se forman: (- co, —15), (-15, 7) y (7, +00) . 


: Se selecciona un valor de prueba en cada intervalo. : 
: En el intervalo (-0o,-15) setomax=-16 `) Estos valores pueden ser: 


: En el intervalo (-15, 7) 
$ En el intervalo (7, +00) 


cualquier número real que ; 
esté contenido en el intervalo 
J) determinado. 


se toma x=2 
se toma x=8 


: Luego se sustituyen los valores de prueba en cada factor de la inecuación : 
: cuadrática para conocer el signo que resulta. Se tiene: : 


M: ¿Cuál 


ble longitud del cuadrado original? 
RP: 7 porque —15 no puede ya que 


Valor prueba Factor Factor 
x+15 x=7 
-16+15=-1 —> — 
2+15=17 — + 
8+15=23 — + 


[a] 


Es 
Nota que los valores que 
puede tomar x son to- 
dos aquellos que al sus- 
tituirlos en la expresión 
dan menores a cero. 


*Los valores críticos son 
los que hacen cero la ex- 
presión. 


Pasos para encontrar la 
solución de una inecua- 


ción: È 
— Ubicar los valores 


críticos en la recta 
numérica. 


— Tomar valores de 
prueba en cada in- 
tervalo resultante y 
verificar el signo al 
sustituirlas en las ex- 
presiones. 
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de ellas puede ser la posi- 


inecuación. 


las longitudes no son negativas. 


Concluye: -15 y 7 se les cono- 
ce como valores críticos de la 


[A] Definir una inecua- 
ción cuadrática 
(20 min) 


Q Ejemplo 4.1 
*Presentar el problema 
en la pizarra. 

M: ¿Que se está pidiendo 
encontrar en el problema? 
RP: Las posibles longitu- 
des del cuadrado 

M: ¿Qué datos se dan en 
el problema? 

RP: El aumento de las lon- 
gitudes para convertirlo 
en un rectángulo y que el 
área es menor a 120 cm? 
M: ¿Cómo se expresa el 
área del rectángulo? 

(x+ 5) (x + 3) 

Concluye como el área es 
menor a 120 se tiene la 
expresión 

(x+ 5) (x + 3)< 120 
*Pedir a los estudiantes 
que resuelvan la multipli- 
cación de los binomios 
Concluye: a la expresión re- 
sultante se le conoce como 
inecuación cuadrática 

M: ¿Cómo se puede resol 
ver la inecuación cuadrá- 
tica? 

RP: Igual que una ecua- 
ción cuadrática 

Concluye: en este caso 
aplicaremos factorización 
para resolver la inecuación. 
M: ¿Qué valores encon- 
traron al factorizar el po- 
linomio de la inecuación? 
RP:—15 y 7. 


Unidad | + Lección 4 + Clase 1, 2 y 3. Solución de inecuaciones por factorización 33 


Clase 1, 2 y 3 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


Determinar los pa- 
sos para resolver una 
inecuación. 


*Para expresar la solu- 
ción de la inecuación 
resultante es necesa- 
rio elaborar un diagra- 
ma de signos ya que la 
solución será todos los 
valores que satisfagan 
la inecuación 


*Explicar que el con- 
junto solución está 
conformado por inter- 
valos y estos pueden 
ser expresados me- 
diante tres notaciones: 
gráfica de intervalo o 
de conjunto. 


(10 min) 


Concluir Definición 4.1 
“Establecer los pa- 
sos para resolver una 
inecuación cuadrática 


Objetivo: 
inecuación. 


Evaluación: [A] Ejercicio 4.1 


! Elaborar el diagrama de signos y registrar los signos que resultan en cada : 
: intervalo. - 


(x+ 15) Los ceros en la tabla significan + 
donde se hace cero la: 
(x-7) expresión. : 


(a + 15)(x—7) 


— Producto de los signos. 


> 
—00 +00 


! El conjunto solución de la inecuación cuadrática (x + 15)({x — 7) < 0 es el: 
: intervalo (-15, 7). : 


: En el problema se pide encontrar la longitud del lado del cuadrado y como : 
: este no puede ser negativo se consideran los números reales positivos : 
į dentro del intervalo (-15 y 7). : 


Definición 4.1 

Una inecuación cuadrática es una expresión de la forma 

ax? + bx+c<0. El conjunto solución de una inecuación cuadrática es el 
intervalo o intervalos que satisfacen o hacen verdadera la inecuación. 


: Pasos necesarios para resolver una inecuación cuadrática: 


: 1) Escribir el polinomio de grado dos en el miembro izquierdo de la i 
!  inecuación. (Aplicar trasposición de términos). : 


i 2) Factorizar el polinomio de grado dos. 


: 3) Hacer un diagrama de signos para encontrar el intervalo o intervalos ! 
que hacen verdadera la expresión. : 


: 4) Expresar el conjunto solución utilizando la notación de intervalo, : 


conjunto o gráfica. 
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34 Unidad I + Lección 4 e Clase 1, 2 y 3. Solución de inecuaciones por factorización 


[A] Determinar los pasos para 


— Ubicar los ceros don- 
de corresponden, es 
decir, donde el valor 
crítico hace cero la 
expresión. 


Ubicar el signo resul- 
tante en la tabla. 


Multiplicar los sig- 
nos de la tabla para 
conocer el signo de 
(x+15)(x-7) 


El signo de relación de 
orden puede ser: <, <, 
>, 2 


A 
*Si el número de signos 
negativos en una co- 
lumna es impar el signo 
es negativo y si es par 
es positivo. 


resolver 


una 


Objetivo: 


[B] Resuelven inecuaciones de grado mayor que 


dos donde el conjunto solución es la unión de 


intervalos. 


Evaluación: Ejercicio 4.2 


Desigualdad Notación Notación Notación 
de Intervalo gráfica de conjunto. 


1)a<x<b (a, b) (ER, a<x<b) 


2)a<x<b [a, b] KER, a<x<b) 


3)a<x<b (a, b] (ER a<x<b) 


4 as<x<b [a, b) (ER as<x<b) 


5)x<a (=o, a) (XER,x<a) 


6)x>a (a, +00) (xER,x>a) 


7)-o<x<+o0 | (-00, +00) (xER,—00<x<+00) 


X Ejercicio 4.1. Encontrar el CS de las siguientes inecuaciones y expre- 
sarlo en notación de intervalo. 
a) 312-7x<-2 b) 2x?-3x-2<0 
d) x?-2x-15<0 


f) 3-5x-212>0 


c) x? — 5x < 24 
e) 12+x-6<0 


g) 6x- 8 >x? 


HROS Ejemplo 4.2. Resolver 6x2? — 14x +4 2 0 
: Solución: 
+ Factorizar 6x?— 14x + 4 Diagrama de signos. 


-2x 


(6x— 2) 
(x-2) 
(6x — 2)(x — 2) 


-2 -12x 
-14x 


: (6x — 2)(x—2) > 0 


k 


: Valores críticos 
61?-14x+4>0 


6x?-14x+4>0; 


Z 


En las desigualdades 
podemos tener conjun- 
tos solución de interva- 
los que son: 

Abiertos: 1) 
Cerrados:2) 

Semi abiertos: 3) y 4) 
Infinitos: 5), 6) y 7) 


A 


En 5) puede ser x <a en 
donde el extremo a se 
incluye al igual que en 
el6)x>a 


[B] 


Los intervalos resultan- 
tes son: 


==, 3], [3 2), 12, +0) 


ø 
*Tomar valores prueba 


en cada uno y verificar 
signos. 


PA 

Las soluciones de una 
inecuación pueden es- 
tar determinadas por 
más de un intervalo por 
lo que se utiliza el sím- 
bolo de unión para ex- 
presarla. 
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S Ejercicio 4.1 (15 min). Soluciones 
a) CS: [ 4,2] b) (4,2) c) CS: [-3, 8] 
e) CS: [-3,2] f) CS: (-3, Y g) CS: (2, 4) 


d) CS: [-3, 5] 
h) CS: [-3, 7] 


Clase 1, 2 y 3 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


*Presentar la tabla donde 
se definen las diferentes 
formas en las que se pue- 
de expresar la solución de 
una inecuación cuadrática 
y los diferentes casos que 
se pueden presentar. 


[Hasta aquí Clase 1] 
[Desde aquí Clase 2] 


[B] (15 min) 


Q: Ejemplo 4.2 
*Presentar la inecuación 
en la pizarra y pedir a los 
estudiantes que la resuel- 
van. 

M: ¿Cuáles son los valo- 
res críticos? 

RP: 5,2 

Dibujar la tabla de signos 
y hacer que se den cuenta 
que hay dos intervalos que 
satisfacen la desigualdad. 
M: ¿Cuáles son los inter- 
valos que satisfacen la 
inecuación? 

RP: (—°09, 4 ], [2, +00) 

M: Cuando se tiene más 
de un intervalo como so- 
lución de una inecuación 
se expresa utilizando el 
símbolo de unión. 

*Es importante que el es- 
tudiante conozca las tres 
formas de expresar un 
conjunto solución de una 
inecuación sin embargo 
solo es necesario que la 
representen utilizando 
notación de intervalo ya 
que es la más sencilla. 
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Clase 1, 2 y 3 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


Q Ejemplo 4.3 

(15 min) 

*Presentar en la pizarra el 
ejercicio y pedir a los es- 
tudiantes que intenten re- 
solverlo sin consultar LE. 
*Hacer el proceso similar 
que en el ejemplo anterior. 
*Es importante que los 
estudiantes tengan pre- 
sente los conocimientos 
de factorización de poli- 
nomios aprendidos en los 
años anteriores. 


& Ejercicio 4.2 

(15 min) Soluciones 

a) CS: (—20,2) U (4, +00) 

b) CS: (-oo, -4] U [1, +00) 

c) (-oo, -2]U[2, +00) 

d) CS: (0, -3) U(3,+00) 

e) CS:(-oo, —5) U (5, +00) 

f) CS: (=00, - 115) U 
(1415, +00) 


g) œ,- )U( $, +o) 
h) CS: (-00, 0] U [75 , +00) 
i) CS: (=>, =>] U [1, +00) 
j) CS: (=c0, +00) 


[Hasta aquí Clase 2] 
[Desde aquí Clase 3] 


[C] 
Inecuaciones con coe- 
ficientes fraccionarios 


Y Ejemplo 4.4 

(15 min) 

*Presentar en la pizarra 
el ejercicio y pedir a los 
estudiantes que intenten 


Objetivo: 
cuadráticas 


Evaluación: Ejercicio 4.3, 4.4. 


corno crac canon ncocncnoncncncanoncrcacacacacecccnonos 


: Q: Ejemplo 4.3. Resolver x? — 5x > 0 
: Solución 

! Factorizar x? — 5x 
i x? — 5x = x(x- 5) 


Diagrama de signos 


¿x(x=5)>0 


: Valores críticos: 


ix=0 x-5=0 


S Ejercicio 4.2. 

a) x2- 6x>-8 

c) 4x2-1620 

e) x2-25>0 

g) (3x + 1)(5-— 10x) < 0 
i) x(2x +3) 25 


b) 7x2+21x-2820 
d) 3x2-27>0 

f) x2-15>0 

h) 16x2 > 9x 


j x2+2x+120 


: 10) Ejemplo 4.4. Resolver 

: Solución: 

: Multiplicar ambos miembros por 4 se obtiene 
¿3(2+1) >4(32-3) 

1312+3>1212-6 

1 3x2-12x2>-6-3 


Diagrama de signos 


¡-912>-9 (+1) 


ix2<1 (-1) 


Ey<t y1 (x+1) (1-1) 


: 
ix<t1 


X Ejercicio 4.3. 


Resolver y expresar el conjunto solución mediante la notación de intervalo. 


2 sAn 
a) ž >a =x>0 b) Ezt s16 


8x +24 
2 


c) +x? >17 
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resolverlo sin consultar LE. 

*Seguir el proceso de inducción similar a los ejemplos 
anteriores. 

*En este tipo de ejercicio es preferible que el estudian- 
te trate de aplicar MCM para no trabajar con fracciones 
eso facilitara el proceso y las operaciones posteriores. 
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[C] Resuelven problemas aplicando inecuaciones 


— Q 
Son intervalos abiertos 
e infinitos 

(=oo, 0) (0,5) (5, +00) 


eS 
& Ejercicio 4.3 

(15 min) Soluciones 

a) CS: (—20, —4) U (0, +00) 
b) CS: (-co, -4) U (12, +00) 
c) CS: (-0o, —5) U (1, +00) 


Objetivo: 
dos la cual ya está factorizada. 


Evaluación: Ejercicio 4.3, 4.4 


[A] Resuelven inecuaciones de grado mayor que 


SX Ejercicio 4.4. Resolver y expresar el conjunto solución mediante la notación de intervalo. 


1) El número de diagonales de un polígono regular de n lados está dado por la fórmula n° de diagonales 


-(n-Un 


será mayor de 9? 


= n donde n representa el número de lados ¿Para qué polígono el número de diagonales 


2) El producto interno bruto de un país (PIB) está proyectado bajo la siguiente expresión x? + 2x + 50 
miles de millones de dólares donde x se mide en años. Determine el tiempo en que PIB será igual o 


mayor a 58 millones de dólares. 


3) En un rectángulo el largo es 4 cm más que 3 veces el ancho. ¿Cuáles son las dimensiones del rectángulo 


de tal manera que el área sea mayor a 84 cm2? 


4) La base de un triángulo es 3cm más largo que la altura, encuentre los valores de la base y la altura 


para que área sea mayor a 119 cm?. 


5) Una parcela de tierra debe ser dos veces más larga que el ancho si el área cercada debe ser mayor 


que 162m2 ¿Qué medida puede tener el ancho de la parcela? 


Clase 4 y 5. Solución de inecuaciones por factorización 


: nOs Ejemplo 4.5. Resolver (x + 2)(x— 1)(4—x) <0 

! Solución: : 
: Todos los términos están al mismo lado de la inecuación como el producto : 
+ de factores, es decir ya está factorizado. : 
i Los valores críticos son: 

ix+2=0 x-1=0 4-x=0 

: x=-2 x=1 x=4 


* Diagrama de signos: 


x+2 
x= 
4-x 
(e+2)(x— 1)(4x) + - 7 
<a e 

=2 1 4 +o 5 

5 I a g 

Y : 

(x+ 2)(x— 1)(4- x) < 0 (x+ 2)(x-1)(4-x) <0 ¡ 


l CS: [-2, 1] U [4, +00) 


Los intervalos que sur- 
gen son: 


(=eo, -2], [-2,1], [1,4] 
y [4, +00) 


Nota que en el factor 
4 — x al tomar valores 
de prueba menores 
que 4, el resultado es 
positivo y si se toman 
valores mayores a 4 el 
resultado es negativo. 
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Unidad I. Lección 4. 
Clase 1, 2 y 3 


(Continuación) 


Clase 4 y 5 


(Continúa en la siguiente página) 


S Ejercicio 4.4 
(15 min) Soluciones 
1. RP: n>6 

. RP: 2 o más años 


2 
3. RP: ie ancho 18 largo 
4 


. RP: base > 17, 
altura > 14 


5. RP:9 m: 


[Hasta aquí Clase 3] 
[Desde aquí Clase 4] 


[A] 


q: Ejemplo 4.5 

(10 min) 

*Presentar el ejemplo 
en la pizarra y pedir a los 
estudiantes opiniones de 
cómo pueden resolver la 
inecuación 
M: ¿Es una 
cuadrática? 
RP: No es de grado 3 

M: ¿Es necesario factori- 
zarla? 

RP: no ya está factorizada 
M: ¿Cuáles son las raíces 
del polinomio? 

RP: -2, 1,4 


inecuación 


*Pedir a los estudian- 
tes que elaboren la 
tabla de signos y que 
expresen la solución 
mediante intervalo. 
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Clase 4 y 5 


(Continuación) 


Objetivo: 


(Continúa en la siguiente página) 


% 

& Ejercicio 4.5 

(15 min) Soluciones 
a) CS: (-2, 1) U (2, +02) 


b) CS: (3, - Ž)U(5, +09) 
Es: (o= + U[1, 3] 


d) CS: (-eo, -3]U[-2, 5] 
e) CS: (-3, -2)U(-1, +09) 


[B] 


Q: Ejemplo 4.6 

(10 min) 

Presentar el ejemplo en 
la pizarra y permitir que 
los estudiantes lo resuel- 
van sin consultar LE. 

M: ¿Cuáles son los valores 
críticos en la inecuación? 
RP:2y1 

M: ¿Qué sucede cuan- 
do se sustituyen valores 
prueba en la expresión 
cuando esta elevado a un 
exponente par? 

RP: Siempre es positivo 
*Al expresar el conjunto 
solución de la inecuación 
es importante notar que 
como la desigualdad es 
estricta mayor que cero el 
dos no se incluye por lo que 
los intervalos son abiertos. 


Z 

& Ejercicio 4.6 
(10 min) Soluciones 
véase la página 64 


[Hasta aquí Clase 4] 
[Desde aquí Clase 5] 


[C] 


Q: Ejemplo 4.7 
(20 min) 


[B] Resuelven inecuaciones de grado mayor que 
dos donde se da duplicidad de raíces del polinomio 
del miembro izquierdo. 

[C] Resuelven inecuaciones de grado mayor que 
dos aplicando factorización. 


Evaluación: [B] Ejercicio 4.5, 4.6, [C] Ejercicio 4.7 


& Ejercicio 4.5. Resolver 
a) (x+2)(x- 1)(2-x)<0 
b) (2x + 1)(x — 5)(x + 3) > 0 


c) 2(x-1)(x+ $ )(0-3) 50 


d) (x+ 3)(x-5)(-2-x)>0 
e) (a + 1)(x + 2)(x+3)<0 


: Q: Ejemplo 4.6. Resolver 
¿(1-2)? (x-1) >0 
: Solución: 


! Como el polinomio ya está factorizado buscar los valores críticos: 


ix-2=0 x-1=0 
: x=2 x=1 


È El diagrama de signos: 


E 


Todo número elevado 


(x- 2) 


a un exponente par el 


(x- 1) 


resultado tendrá signo 


(x- 2Y? (1-1) 


positivo. 


=00 


; CS: (1, 2) U (2, +00) 


S Ejercicio 4.6. 

a) (x- 4)? (x +8)? >0 

b) (e HP (+5) <0 

c) (x- 1)? (x + 3)(x+5)>0 
d) x? (x-2) (x-3)*>0 
e) (2-4) (+- $20 


T : Ejemplo 4.7. Resolver 
1X +2x?—4x-820 


t x=-—2 es una raíz de la ecuación. 


: Solución: 


Í P(-2) = (22)? + 2(-2)?—4(-2)-8=0 


2 no puede ser incluido 
ya que 2 es el valor crí- 
tico y la desigualdad es 
estricta (>). 


[c] Ey 
Es necesario expresar el 
polinomio como el pro- 
ducto de sus factores. 
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*Realizar el proceso de 
milar a los ejemplos anteriores. 


* Hacer que los estudiantes se den 


inducción si- 


to solución de la inecuación es necesa- 
rio que factoricen el polinomio aplican- 
do el teorema del residuo y del factor 
para encontrar los valores críticos. 


cuenta de que para encontrar el conjun- 
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Clase 4 y 5 


(Continuación) 


* Por el teorema del factor se tiene: 


Fx + 2x2-4x-8=(x+2)(x?-4)>0 
: = (a+ 2)(x+2)(x-2)>0  factorizando x?-— 4 
: = (1 + 2)? (x-2)>0 
: Los valores críticos son: 
ix+2=0 x-2=0 
x=-2 x=2 


i El diagrama de signos: 


(a+ 2)? 
(x-2) 
(x +2)? (x-2) 


< 


X Ejercicio 4.7. Resolver 
a) 13 +4x?-x-4<0 

b) x? + 2x?-4x-8>0 

c) 2x3- 3x2- 2x+3 <0 

d) 2x3 + 5x2-4x-3<0 


e) xt- 4x3- x? +6x+9>0 
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*Hacer que expresen el 
conjunto solución me- 
diante la notación de 
intervalo. 


Go 
SK Ejercicio 4.7 
(25 min) Soluciones 


a) CS: (=oo, -4)U(=1, 1) 
b) CS: [2, +00) 

3 
c) CS: (-œ, -1JU[1, 5] 


d) CS: (—2, -3] U 


e) R 
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Unidad l. Lección 4. Objetivo: Resuelven inecuaciones de grado mayor que dos 


Ejercicios de la Lección aplicando lo aprendido en clase 1 y 2. 


Soluciones Evaluación: Ejercicio de la lección 


a) CS: (-oo, -4]U 
3 
[5> +00] 


Ejercicios de la lección 


b) CS: Sy 17, y 17 ) Resolver las siguientes inecuaciones y expresar el conjunto solución 


mediante intervalo. 
a) 4x? + 10x-24>0 


3 
c) CS: (oo, 7] U b) 12-17<0 
Es +00] c) 16x? +9 > 24x 
óR d) 4x?+20x+25>0 


e) 3x2 2x2 -5 

d) CS: [-1, 3] f) 12>6x-9 
ÓR g) (x- 1)? (x+3)>0 
h) (x+ 2) (0 +5)<0 
e) CS: (=00, -1]U ) 218-3x2-11x+6<0 


[51 3) j) x5 + 3x4- 5x3- 1512 + 4x+12>0 
f) CS: (-00, 3) U (3, +00) 
g) CS: (-3, 1 )U (1, +00) 
h) CS:(=00, -5) 
i) CS: (=œ, 2) US, 3) 


j) CS: (-3, -2)U(=1, 1)U 
(2, +00) 
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Objetivo: [A] Resuelven ecuaciones sencillas con valor 
absoluto. 
[B] Resolver ecuaciones lineales con valor absoluto 


aplicando la definición de valor absoluto. 


Evaluación: Ejercicio 5.1 


Lección 5. Ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto 
Clase 1. Ecuaciones con valor absoluto (caso simple) 


D 
' 


A X: Ejemplo 5.1. Resolver la siguiente ecuación. : [A] 
i Jx] =4 ; 


: Solución: 

! |x] =4 esla distancia desde x hasta O en la recta numérica. : 
A Por lo tanto |x| =4 significa que x está a 4 unidades de 0 en la recta : 
* numérica. : 


CS: (-4, 4} 


i x tiene dos posibilidades x = 4 ó x = —4 ya que tanto 4 como —4 están a 4 : 
* unidades de 0. : 
i *A la expresión |x| =4 se le llama Ecuación con valor absoluto. 


— $ 


El valor absoluto de un 
número real siempre 
será positivo y se asocia 
con la distancia sobre la 
recta numérica. 
Ejemplo: 

|-4] =4 


Es 


Definición 5.1 

Sea x un número real: 
pd six>20 

|x]= 


=x six<0 


Para a>0, |x| =a es equivalente ax=-a ó x=a 


$ Ejercicio 5.1. 


1 3 
a)lx]=6 b)ļxl=5  c) lxl=g  d) |x]=1 e) |x]=0 


i os Ejemplo 5.2. Resolver |-2x| = 6 

: Solución: 

* Aplicando la definición 5.1 se tiene: 

i -2x =-6 -2x=6 surgen dos posibles ecuaciones lineales. 
: Resolver cada una de las ecuaciones 


& Ejercicio 5.2. 
a)l2x]=9 b)|-4x|=4 o l-2æļ=6  d)|-3x]=12 


e| x3 f l-44 


La definición de valor 
absoluto de un número 
real se aplica a ecuacio- 
nes con valor absoluto. 


l-41 =-0-4) — ]4]=4 
Aplicando la definición 


lx] =-2 ¿Tiene solu- 
ción esta ecuación? 


[B] 


ES 

Como surgen dos ecua- 
ciones la ecuación tie- 
ne dos soluciones. 

El C. S. de una ecuación 
con valor absoluto tam- 
bién se puede expresar 
utilizando la recta nu- 
mérica. 


24324101234 
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Unidad I. Lección 5. 
Clase 1 


(Continúa en la siguiente página) 


[A] Ecuaciones con valor 
absoluto caso simple. 
(10 min) 


Q Ejemplo 5.1 

(10 min) *Hacer un re- 
paso de la definición de 
valor absoluto aprendida 
en los años anteriores 

M: ¿Cuál es el valor abso- 
luto de 4? 

RP: 4 

M: ¿Cuál es el valor abso- 
luto de —4? 

RP: 4 

¿Porque el valor absoluto 
de 4 y -4 es 4? 

Concluye: el valor absoluto 
es siempre positivo porque 
es distancia de cero al nú- 
mero en la recta numérica. 
M: Si se tiene |x| = 4 
¿qué valor debe tomar 
x para que se cumpla la 
igualdad? 

RP:4Ó6-4 

Concluye: a la expresión 
|x| = 4 se le llama ecua- 
ción con valor absoluto. 
Concluye Definición 5.1 


Zo 
N Ejercicio 5.1 
(6 min) Solución 
1 1 
a)6,-6 b) => 


c) ž,-2 d)1,-1 ejo 


*Es importante que el estudiante tenga en 
cuenta que al aplicar la definicion de valor 
absoluto se generan dos ecuaciones lineales, 
ya que es muy probable que algunos estu- 
diantes no consideren el valor absoluto y la 
resuelvan como una simple ecuacion lineal. 


RS 
S Ejercicio 5.2. (14 min) Solución 


[B] Resolver ecuaciones 
a) CS1 3,3) b) CS: (8, -8) 


con valor absoluto apli- 
cando transposición de 
términos en casos sen- 
cillos. 


c) CS: (3, —3} d) CS:(4, -4) 


A OS 
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Unidad l. Lección 5. Objetivo: [C] Resolver ecuaciones con valor absoluto apli- 


Clase 1 cando las propiedades de la igualdad. 
(Continuación) Evaluación: [C] Ejercicio 5.3 

Clase 2 y 3 Objetivo: Resuelven ecuaciones lineales complejas con valor 
(Continúa en la siguiente página) absoluto. 


Evaluación: Ejercicio 5.4 


[C] Resolver ecuaciones 
con valor absoluto apli- 


cando transposición de ota r 
términos : Resolver |5x-3| =8 : — Ş 
. : Solución: : Las ecuaciones lineales 
(7 mi n) q Aplicando la definición de valor absoluto se tiene: i se resuelven aplicando 
* A li | d ¿5x-3=8 ó  5x-3=-8 : las propiedades de la 
plicar el proceso de : 5x=8+3 5x=-8+3 A igualdad aprendidas en 
inducción similar que en p oE En ¿  7mogrado. 
[B] : e : 
AD 
N Ejercicio 5.3 
(8 min) Solución & Ejercicio 5.3. Resolver 
a) CS: {1 7} a) |2x-8|=6 b) |x-8|=2 c) |2x-4| =7 
b) CS: a, 0] ¿+13 e) [5-=x]=4 f) l3x-2]=|-5| 
c) 0: 7, 37) g) 12-7x| =1-2] 
(33 _3 
d) cs: E, 
e) CS: {1, 9} 
A ; 
f) CS: 41, $) EN 
E 4 ¡ Solución: £ Cuand | 
8) Cs: {0, 7? Pata apies la definición de valor absoluto es necesario expresar la : ón pc 
. 1 5 į ecuación como: ¿lor absoluto donde hay 
h) CS: Es 6 } + [x| = a es decir, se utiliza la transposición de términos. : términos en el mismo 
d l : : miembro fuera del va- 
Tratar de resolver en casa i 13x+1|-4=7 13x+1| =11 i lor absoluto se aplica la 
por siel tiempo no es su- t [3x+1|=7+4 3x+1=11 ó 3x+1=-11 : transposición de térmi- 


i 13x+1| =11 > : nos para dejarlo de la 
: : forma |x| = a donde x 


ficiente asignar de tarea. 
y a son expresiones al- 


[Hasta aquí Clase 1] : x= 3 ES i deca 
[Desde aquí Clase 2] : : 


[A] (20 min) % Ejercicio 5.4. 
pa a) lx-2]+3=7 b) 4|x+5|=8 
AN- c) |5- 3x|-4=8 d) |3x-2|+3=6 
0) Ejemplo 5.4 e) |3x-2|-3=1 f) |1-5x]-4=2 
*Presentar el ejercicio en g) [2¥=8]=6=1 h) Saly = 2al 
i : i)2|5x+2|-1=5 j) lx-2]+5=5 
la pizarra y pedirles a los 
estudiantes que intenten 36 | Unidad | + Lección 5 + Clase 2 y 3. Ecuaciones con valor absoluto (caso complejo) 
resolverlo. 
*Es importante que el es- 
: di , dd z 
tudiante note que antes M: ¿En la ecuación dada podemos aplicar la definición & Ejercicio 5.4 
de resolver la ecuación de valor absoluto? (25 min) Solución 
debe escribirla de la for- RP: no por que debe estar de la forma |x| =a véase la página 64. 
ma |x| = a para luego M: ¿Qué se puede hacer para escribirlo de esa manera? 
aplicar la definición de RP: pasar —4 al otro lado de la igualdad y hacer la ope- [Hasta aquí Clase 2] 
valor absoluto. ración. 


42 Unidad I + Lección 5 + Clase 2 y 3. Ecuaciones con valor absoluto (caso complejo) 


Objetivo: 


[B] Resuelven ecuaciones con valor absoluto donde 


el segundo miembro es una expresión algebraica. 


Evaluación: Ejercicio 5.5, 5.6 


: Q: Ejemplo 5.5. 
i |2x+4|=x+1 
+ Solución: : 
: Para resolver la ecuación se aplica la definición, pero en este caso en el : 
* segundo miembro se tiene una expresión, por tanto: : 
: |2x + 4| =x+1 se tiene: 
2x+4=x+1 ó 2x +4 =-(x+1) 
2x-x=1-4 2x+4=-x-1 
x=-3 2x+x=-1-4 
3x=-5 
ne 
3 


X Ejercicio 5.5. Resolver y comprobar las soluciones. 
a) |x+3|=2x-7 b) |3x+1|=2x-6 


c) |2x- 1| =3x+2 


HEO Ejemplo 5.6. Resolver |x- 1| = |2x- 4| 


: Solución: 

+ ox—1=2x-4 ó  x-1=-(2x-4) 

i x- 2x=-4+1 x-1=-2x+4 
=x=-3 x+2x=4+1 
x=3 


: Comprobación: 
:13-1|=/2(3)-4] 


12] = |6-4] 


X Ejercicios 5.6. 


a) |2x-1| = |4x-9] b) |6x] = |3x-9] 


dl hx+2]=|hx-1| d) [4x2] = [4x2] 


alado] 


En la comprobación de 
las soluciones se tiene: 


2(-3) +4] =-3+1 
|-6+4| = -2 
|-2] = -2 
2# -2 
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*Hacer que los estudiantes no- 
ten que si hay barras de valor 
absoluto en ambos lados de la 
igualdad de la misma manera se 
aplica la definición. 


c) cs: {2} 
e) CS: (4, 5) 


Z 
S Ejercicio 5.6. (10 min) Soluciones 
a) CS: (4, 3} b)CS:(1,-3) 


d) CS: R 


Clase 2 y 3 


(Continuación) 


[Desde aquí Clase 3] 


[B] (10 min) 


0 Ejemplo 5.5 
*Presentar en la pizarra la 
ecuación y pedir a los es- 
tudiantes que la resuelvan. 
M: ¿Cuál es la diferencia 
de esta ecuación con las 
resueltas anteriormente? 
RP: hay una expresión al- 
gebraica en el segundo 
miembro. 
¿Al aplicar la definición 
de valor absoluto que 
ecuaciones se obtienen? 
RP: 2x+4=x+1 ó 
2x+4=-(x+1) 
¿Cuáles son las posibles 
soluciones? 


RP: -3 y-2 


Al comprobar las solucio- 
nes en la ecuación original 
que podemos concluir. 
RP: No son soluciones por 
que no satisfacen la igual- 
dad. 


Zo 
N Ejercicio 5.5 
(15 min) Solución 


a) CS: {10} b) CS: Ø 

c) cs: EL) 

d) CS: { 28, -12 } 
AS 

e) CS: Ø 


Q Ejemplo 5.6 

(10 min) 

*Seguir el mismo proce- 
so de inducción que en el 
anterior. 
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Unidad I. Lección 5. Objetivo: 


Clase 4 


(Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: 


[A] Inecuaciones con va- 
lor absoluto caso simple 
(10 min) 


Q: Ejemplo 5.7. 
i [3x-4| <5 


Q Ejemplo 5.7 

M: Si se tiene |3x-4| <5 
¿Cómo se puede resolver 
la inecuación? 

RP: De forma similar que 
una ecuación lineal apli- 
cando la definición de va- 
lor absoluto 

¿Qué valores puede to- 
mar x para que se cumpla 
la igualdad? 

RP: Varios ya que son to- 
dos los números que es- 


Í Solución: 
3x-4>-5 
¿-5<3x-4<5 


¡-1<3x<9 


¡5x3 


i Forma gráfica: 


< 


: Como se tiene valor absoluto se deben considerar dos alternativas: 


+ ó se puede escribir como una inecuación doble. 


1-5+4<3x<5+4 aplicando la transposición de términos. 


[A] Resuelven inecuaciones sencillas con valor 
absoluto. 

[B] Aplican las propiedades en la resolución de 
inecuaciones lineales. 


Ejercicio 5.7 


Clase 4. Inecuaciones con valor absoluto (caso simple) 


E 
El proceso para resol- 
ver una inecuación con 
valor absoluto de este 
tipo es similar a resol- 
ver una inecuación de 
la forma 
=asx<a 


3x-4<5 


¿Como es una inecuación el CS es uno o varios intervalos y podemos ! 
: expresarlo mediante tres formas. : 


Incluye los extremos 


i 


Â ~” 


tán el intervalo -4, 3] 
Concluye: a la expresión 
[3x — 4] < 5 se le llama 
inecuación con valor ab- 
soluto. 

Concluye: La solución 
de una inecuación lineal 
puede ser uno o más in- 
tervalos, ya que los valo- 
res que puede tomar las 
variables son todos los 
números que satisfacen 
la inecuación y esta pue- 
de ser expresada median- 
te las notaciones gráfica, 
intervalo y de conjunto. 
Concluye: una ¡necua- 
ción de la forma |x| <a 
se tiene -a<x<a 


«e Ejercicio 5.7 
a) |3x-7|<1 
c) [4.2-x] +1.3<3.6 


¿12x-1]>4 
¿ Solución: 


¿2x=1<-4 ó 
2x>5 


7 ©) 

S Ejercicio 5.7 
(15 min) Solución 
a) CS: (2<x< 8) 
b) CS: {-7 <x <-1} 


c) CS: {1.9 <x <6.5} 
5) 
e) CS: LF sxs 7) 


d) CS: {0< x < 
3 
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b) |4-x| <3 
d) |7x-3| <3 


(Y Ejemplo 5.8. Resolver y graficar la ecuación. 


+ La solución de |2x—1| > 4 es el conjunto de valores tales que la distancia : 
! de 2x— 1 al cero en la recta numérica será mayor que 4 por tanto: 


2x-1>4 


3 


EM 


e) |-4x] <5 


2x — 1 es menor que —4 
o mayor que 4 
-4>2x-1>4 
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[B] Inecuación con valor absoluto caso |x| > a 
*Presentar el ejercicio en la pizarra y pedir a los estu- 
diantes que intenten resolverlo, hacer el proceso de 
inducción similar que en [A]. 

(10 min) 


Unidad | + Lección 5 + Clase 4. Inecuaciones con valor absoluto (caso simple) 


Objetivo: [A] Resuelven inecuaciones lineales complejas con Unidad I. Lección 5. 
valor absoluto. Clase 4 


(Continuación) 


Clase 5 


(Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: Ejercicio 5.10 


Concluye que las ecuacio- 
nes resultantes al quitar las 
barras de valor absoluto se 
a i consideran 2x— 1<-4 y 2x 
i Notación gráfica: : — 1 > 4 por lo que es dife- 
i i rente al caso anterior. 
*Presentar la solución de 
la inecuación en sus tres 
notaciones. 

l Notación de conjunto: {x ER, x < — 5 ó x> 3) ; Concluye que si se tiene 
; ; |x| > a con a > O enton- 
X Ejercicio 5.8. Resolver las siguientes inecuaciones y expresar el C.S. CES 38 puede expresar 


en sus tres notaciones. x<-a ó x>a. 
a) |2x-1| 27 b) |2x-3|>5 


ee =3 


Notación de intervalo: (=>, -3) U (> +00) 


12%!» 5 d) |3x-5| >5 e) |2x-1|-428 S Ejercicio 5.8 
(10 min) Soluciones 
a) CS: {x < -3 ó x 2 4) 
b) CS: {x < -1 ó x> 4} 


napre i p 

: X Ejemplo 5.9. i c) CS: {x < T3 óx 23} 

i |2x-3|+6<2 : 10 

F Solución: ' d) CS: (x<0Óx> EN 

: Para resolver la inecuación se debe escribir de la forma |x| < a : 

¡ [213] <2-6 i e) CS: es-L, x> 2) 


3 |2x-3|<-4 
Tratar de resolver en casa 
por si el tiempo no es su- 
ficiente asignar de tarea. 


: Como |2x -3| será siempre mayor o igual que O para cualquier número : 


¡Y Ejemplo 5.10. [Hasta aquí Clase 4] 


į |2x+3|+42-7 

i l [Desde aquí Clase 5] 

: Solución: i 

j [2x+3| 2-7-4 : [A] (10 min) 

3 [2x+3| 2-11 : 

A Como |2x + 3| será siempre mayor o igual que O para cualquier número : 10; Ejemplo 5.9 

* real x, por lo tanto, esta inecuación será verdadera para todos los números ! ” . e 

F reales por lo que: : Presentar el ejercicio en 
SE i la pizarra y pedirles a los 

estudiantes que intenten 
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*Es importante que el es- 
tudiante note que antes 


RP: No porque debe estar de la for- *Resuelven la inecuación resultante y ex- de resolver la ecuación 
ma |x| <a presar sus soluciones mediante intervalo. debe escribirla de la for- 
M: ¿Qué se puede hacer para escri- ma |x| <a para luego apli- 
birlo de esa manera? ) Ejemplo 5.10. (10 min) car la propiedad. E 

RP: pasar 6 al otro lado de la igualdad Hacer el proceso de inducción similar Mise En la mecuarión daga 


podemos aplicar la propie- 


y hacer la operación. : 
que en el Ejemplo 5.9. dad? 
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Clase 5 


(Continuación) 


q Ejemplo 5.11 
(10 min) 


Presentar el ejercicio en 
la pizarra y pedir a los 
estudiantes que intenten 
resolverlo, hacer el pro- 
ceso de inducción similar 
al Ejemplo 5.10 


*En este ejemplo es im- 
portante que los estu- 
diantes noten que cuan- 
do una inecuación con 
valor absoluto es mayor 
que cero solo se tiene 
una ecuación lineal al 
quitar las barras de valor 
absoluto. 


*Analizar las soluciones 
de ambas ecuaciones 


& Ejercicio 5.9 


Soluciones: 

a) CS: Ø 

b) CS: R 

c) CS: Ø 

d) CS: (=°, =>) U 

(-3, +00) 

a 

e) CS: {x = 3 ) 


Objetivo: 
valor absoluto. 


Evaluación: Ejercicio 5.9 


: LOJ Ejemplo 5.11. 
¿a) |3x-4| >0 
! Solución: 


b) |3x-4| <0 


! a) La desigualdad será verdadera para todos los números reales excepto ! 
; i 


para el valor de 3x- 4=0 


3x-4=0 


¿b) [3x4] <0 
i Cuando x= 4 3x-4=0 


La inecuación es verdadera solo cuando x = 


«w Ejercicio 5.9. 
a) |-3 -x| -6 < -11 
b) |2x-6| +522 
c) |2x- 3| <-4 

d) |5+2x| >0 


e) |3x+5| <0 
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46 Unidad I + Lección 5 + Clase 5. Inecuaciones con valor absoluto (caso complejo) 


[A] Resuelven inecuaciones lineales complejas con 


8 


Recuerda que el valor 


absoluto de un número 
real es siempre positi- 
vo. 


ES 
Cuando se tiene una 
inecuación de la forma 
|x| < 0, el conjunto so- 
lución será vacío. 


Cuando la inecuación 
es de la forma |x| > 0 
el conjunto solución 
son los R-(0). 


Objetivo:  Resuelven inecuaciones de grado mayor que dos 
aplicando lo aprendido en clase 1 y 2. 


Evaluación: Ejercicio de la lección. 


Ejercicios de la lección 


Encuentre el conjunto solución para cada ecuación. 


a) lx] =3 

c) |x| = 12 

e) 15-3x| = 4 

g) |2x+3|-3=4 

i) |3x+5]+2=4x-1 
k) |6x] = |3x-9] 


m) |3x-5] = |3x +5] 


b) |x| =7 

d) |3x-4| =0 

h) |2x+1|=x+4 

j) [2x+3|=x-2 
1 


0lds=2]=| es] 


n) [x-1| = |2x-4] 


Encuentre el conjunto solución de las siguientes inecuaciones: 


a) |x| >2 

c) |x-3|<5 

e) |2x+4|<1 

g) |2x-5|+3<10 


i) [4=x]|<5 


b) |x] <3 
d) |x+5|>9 
f) [5+2x]>0 


h) [2x-4|+2>10 


«(dea 
n| E | 


>12 


I) ]4+3x| <9 
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Unidad I. Lección 5. 


Ejercicios de la Lección 
Soluciones 


Soluciones: 

a) CS: (3, -3) 
b) CS: (7, -7) 
c) CS: (12, -12) 


d) Cs: {4} 
e)cs: H3, Y) 


g) CS: {2, -5) 
h) CS: H23) 
i) CS: {8} 

j) CS: Ø 

k) CS:(-3, 1) 

I) cs:(28, - 2, 
m) CS: 0) 

n) CS:{3, 3} 


Conjunto solución de 
inecuaciones 


a) CS: (—2, -2) U (2, +00) 
b) CS: [-3, 3] 
c) CS: (-2, 8) 
d) CS: (-00, -14) U (4, +00) 
e) CS: (->+,-3$) 
f) CS: (- 3, +00) U 

(8, 3) 
g) CS: [-1,6] 
h) CS: (-0o, -2) U (6, +00) 
i) CS: (-1, 9) 
j) CS: (-0o, -28) U (32, +00) 
k) CS: (~œ, -47 ] U 


ad 5 
Ncs: H4, 3] 
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Unidad I. Lección 6. 
Clase 1 y 2 


(Continúa en la siguiente página) 


[A] 


RS 
S Ejercicio 6.1 

(10 min) Solución: 

a) 

e Sin es par, la gráfica 
es una parábola. Y 
si n es impar el do- 
minio y rango de la 
función son todos los 
números reales. 

e Las funciones de po- 
tencia impar. 

e Las funciones de po- 
tencia par. 


e Una recta horizontal 
e 1, f(x)=a1x+40 
e Una parábola 


[B] 


ES 

S Ejercicio 6.2 

(15 min) Solución: 

e Si el signo es positivo, 
la parábola es cóncava 
hacia arriba, si el signo 
es negativo, la gráfica 
es cóncava hacia abajo 

e Aumenta la abertura 
de la parábola. 


* En ésta lección no se 
pretende profundizar en 
las gráficas de las funcio- 
nes cuadráticas y cúbicas, 
más bien, lo que se tra- 
baja son estrategias para 
realizar un bosquejo de 
gráficas polinomiales. 


Objetivo: 
funciones potencia. 


[B] Analizar la gráfica de la función cudrática de la 


forma f(x) = ax? 


[A] Deducir el comportamiento general de las 


Evaluación: [A] Ejercicio 6.1, [B] Ejercicio 6.2 


Lección 6. Gráfica de funciones polinomiales 
Clase 1 y 2. Gráfica de funciones polinomiales 


«e Ejercicio 6.1. 
a) Analice las siguientes gráficas: 
1) y 2) 


> 
2 xXx 


NM = 


> 
2X 


NS 


Las gráficas anteriores son funciones de la forma f(x) = x”, donde n es 
un entero positivo. 

e ¿Cuál es el comportamiento de la gráfica si n es par? Y ¿sin es impar? 
e ¿Qué funciones son simétricas respecto al origen? 

e ¿Qué funciones son simétricas respecto al eje y? 


b) Complete la siguiente tabla: 


Grado de f(x) Forma de f(x) Tipo de gráfica 


Constante f(x) = ao 


Una recta con pendiente 


fix) = axx? + ax + ao 


Definición 6.1 
Si f es una función polinomial con coeficientes reales de grado n, 
entonces f(x) = a, X” + Ay 1) XD +... + ax + ag con a, + 0. 


© 
X Ejercicio 6.2. Función cuadrática 


a) Compare las siguientes gráficas 
1) 
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Ez 
Funciones simétricas 
respecto al eje y. 
f es una función par, 
donde: f(-x) = f(x) 
Ejemplo: 


Funciones simétricas 
respecto al origen. 
fes una función impar, 
donde: f(-x) = /(x) 
Ejemplo: 

si 


ES 
Todas las funciones poli- 
nomiales son funciones 
contínuas, es decir, sus 
gráficas se pueden tra- 
zar sin ninguna interrup- 
ción. 


Objetivo: [C] Analizar la gráfica de la función cúbica de la 
forma f(x) = ax?. 
[D] Analizar la gráfica de las funciones polinómicas 


de grado mayor que dos. 


Clase 1 y 2 


(Continuación) 
(Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: Ejercicio 6.3. 


Solución: 

b) 

Compare 1 y 2, ¿qué indica el signo del coeficiente en el comportamiento x |-1 0 1 2 3 
de la gráfica? y 6 O 1-2 0 16 


Compare 1 y 3, ¿qué sucede con la gráfica si disminuye el coeficiente? 


e V = (1, -2) 

e (0, 0), (2, 0) 

e Es cóncava hacia arriba 
— Ø e Eje de simetría x= 1 
Utilice aplicaciones edu- PROP A 
cativas gratuitas como > El vértice y uno mas, 
GeoGebra para explorar porque por ser simétrica 
se puede ubicar el otro. 


b) Analice la gráfica de la función. YA 
Complete la tabla y verifique esos 
puntos en la gráfica 


jet 0 


Al punto V se le llama vértice, ¿cuá 
es ese punto? 

¿Cuáles son sus interceptos? 

¿Es cóncava hacia arriba o hacia abajo? 

¿Qué tipo de simetría tiene? 

¿Cuántos puntos se necesitan como mínimo para trazar la gráfica? 


el comportamiento de 
las funciones. 


[C] (20 min) 
e Hacer énfasis en los 


Grafique las siguientes funciones polinomiales: 
c1) f(x) = 3x? c2) f(x) == La c3) f(x) = =x? 


. 
` 


Q: Ejemplo 6.1. Función cúbica 
: Trace la gráfica de f(x) = be 
i El grado del polinomio es 3, y el coeficiente es positivo, por lo que la : 


+ forma de la gráfica es similar a la gráfica 4 de la figura del ejercicio 6.1, es ! 
de 2 . . . 
: simétrica respecto al origen. ; 


i Los interceptos coinciden con el origen 
ifa)=0> 4x0 
i x=0 
¡f(0) = $ (0)? >f(0) =0 


: La siguiente tabla permite obtener puntos 
: de la gráfica 

xX -2 0 1 
Te 1 4 
H 4 7310 5314 


: Con esa información ya podemos trazar la gráfica completa 


: : 
+ A medida que el grado y los términos aumentan, las gráficas suelen : 
: hacerse más complicadas y requiere métodos que se utilizan en cálculo o ! 
: softwares que permitan realizar la representación gráfica. : 


c2) 


E 
Sí f(x) es una función se 
dice que x = a es un cero 
o una raíz de la función 
cuando f(a) = 0 


[D] 


pasos que se muestran 
para graficar la función. 


[Hasta aquí Clase 1] 
[Desde aquí Clase 2] 


[D] (45 min) 

e Hacer énfasis en las re- 
comendaciones para 
graficar funciones poli- 
nomiales. 


Gráficas de [B] inciso c) 
c1) 


yA 


=y 
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Clase 1 y 2 


(Continuación) 


e Los ceros o raíces del 
polinomio, se pueden 
determinar mediante 
la factorización, o uti- 
lizando la división sin- 
tética. 


q Ejemplo 6.2 


e Al representar la grá- 
fica, no se colocará 
graduación en el eje 
y, solamente se verifi- 
cará la posición de la 
gráfica respecto al eje 
X. 


En este momento nos valdremos del siguiente teorema y hacemos un bosquejo de la gráfica. 


Teorema 6.1. Teorema del valor medio 
Si f es una función polinomial y f(a) + f(b) para a < b, entonces ftoma cada valor entre f(a) y f(b) en 
el intervalo [a, b]. 


Este teorema nos permite afirmar que si f(a) y f(b) tienen distintos signos, existe al menos un cero de la 
función. 


Recomendaciones para graficar funciones polinomiales de grado mayor que 2: 
1. Observar el grado del polinomio y su coeficiente principal. Estos proporcionan información acerca de 
la forma general de la gráfica. 
. Encontrar los interceptos. 
En el eje x, resolviendo f(x) = O (ceros o raíces). 
En el eje y, calculando (0). 
. Determinar con la tabla de variación de signos, los intervalos donde la gráfica Festá arriba del eje x o 
por debajo del eje x. 
. Hacer el bosquejo de la gráfica mediante una curva suave y continua. 


Q: Ejemplo 6.2. 
a) Grafique f(x) = x? — x? — 2x 
Para determinar los ceros para un polinomio de grado mayor que 2, se puede factorizar o utilizar 
división sintética. 
fl) =x3-x2-2x x(x+ 1) (x-2)=0 
=x(12=x-2) x=0 x=-1 x=2 
=x(x+ 1)(x- 2) 


Estos valores dividen al eje x en cuatro intervalos: 
(-2, -1), (1, 0), (0, 2), (2, +00) 
e Intercepto en el eje y, f(0) = 03 — 0? — 2(0) = O entonces el punto es (0, 0) 
e Con la tabla de variación de signos, se determina si la gráfica de la función se encuentra sobre o 
bajo el eje x. 
-1 


Factor/signo | (-oo, -1) 


x = 


x+1 a 


MZ Š 
fix) = F = 


Posición Bajo el [Sobre el | Bajo el | Sobre el 
de la gráfica eje x eje x eje x eje x 


Fe =-x-2x 


Con la información anterior trazamos la gráfica. 
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Clase 1 y 2 


(Continuación) 


b) Grafique f(x) = xt + 2x? — 4x? — 8x 
Solución: f(x) =x* + 2x? — 4x? — 8x 
= x(x? + 2x? — 4x - 8) x(x +2) (x-2)=0 
= x[x? (x + 2) — 4(x + 2)] x=0 x=-2 
= x(x + 2)(x?-— 4) 
= x(x + 2)(x + 2)(x — 2) 
= x(x + 2)? (x-2) 


e Intercepto en el eje y, f(0) = 04 + 2(0)? - 4(0)? — 8(0) 
e Tabla de variación de signos 


=Z 


Factor/signo | (-0o,-2) | (-2,0) 


x z 
(x + 2)? + 
x=2 = 
fix) + 
Posición de Sobre el |Sobre el Sobre el 
la gráfica eje x eje x eje x 


Ax) =x? + 2x? — 4x? — 8x 


X Ejercicio 6.3 
a) Relacione cada gráfica con una ecuación: 
a1) y a2) 


A) flx) =(x + 1)(x- 1)(x+3) B) fx) = =x? (x-3) C) flx) = x(x + 3)? 


b) Trace la gráfica de las siguientes funciones 
b1) f(x) = 1? — 3x? — 9x + 27 b2) f(x) = x? + 7x2 + 12x 
b3) f(x) = x4 + 5x2- 6 b4) f(x) = x4- 4x2 
b5) f(x) = x? (x + 1) (x - 1) b6) f(x) = (2 — x)(x?- 1) 


c) Calcule el valor de k, tal que (-1, 0) sea un intercepto en el eje x para la función: f(x) = k xt- 3x? + 5. 


d) Calcule el valor de k, tal que el intercepto en el eje y de la gráfica 
fix) = -x5 + 3x4 + 21? — 7x? + x — 2k esté en (0, 10). 


e) Trace un bosquejo de la gráfica fsiendo una función polinomial y considerando la siguiente tabla: 
-3 1 4 


Factor (=oo, -3) (3, 1) (1, 4) (4, +00) 


Signo de f(x) + + - + 
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Z 

X Ejercicio 6.3 

Solución: 

a) a1 con C, a2 con A, 
a3 con B 


b) b1) 
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Unidad I. Lección 7. 
Clase 1 


(Continúa en la siguiente página) 


[A] 


S Ejercicio 7.1 
(5 min) Solución: 


e Parax=2; +yz 


e Para x= 1; No está defi- 
nida y 5 

e Para x = —1; Ninguna 
está definida 


e Son equivalentes 


e Son valores que vuelven 
cero el denominador. 


[B] 


(15 min) 

e Alintroducir las opera- 
ciones con expresiones 
algebraicas racionales, 
se debe establecer la 
relación con el proce- 
dimiento que conocen 
para operar con frac- 
ciones. 


e Deben recordar muy 
bien los métodos de 
factorización. 


* Uno de los errores más 
comunes, es cancelar 
numeradores y denomi- 
nadores que no están 
expresados en forma de 
factores. Incluir la expli- 
cación de la columna. 


Objetivo: 
algebraica racional. 


[A] Determinar el valor numérico de una expresión 


[B] Simplificar una expresión algebraica racional. 


Evaluación: Ejercicios 7.1 y 7.2 


Lección 7. Expresiones algebraicas racionales 


Clase 1. Multiplicación y división de expresiones algebraicas racionales 


«e Ejercicio 7.1. Valor numérico de expresiones algebraicas racionales 
2x+1 
1 


e Determine el valor numérico de ambos parax=2, x=1 y x=-1 
e Para x = 2, ¿Cómo son las expresiones? 
e ¿Qué sucede con las expresiones cuando x = 1 y x =-1? 


Considere las siguientes expresiones: 2 y 
ic 


Definición 7.1 

Una expresión algebraica racional es un cociente de dos polinomios, 
donde el dominio está formado por todos los números reales 
excepto los que hagan que el denominador sea cero. 


W Ejemplo 7.1. Simplificación de expresiones racionales 
¡ e : RES 
1. Considere la expresión anterior: A 
E 


ue 2x+1)X(x-1) + : 
7 A = 0 six#1 
b) Determine el dominio 

El denominador es cero si x = +1 porque 

12-1=0 

x=+1 por lo tanto, el dominio es toda x + +1 


A 2— 
a) Factorice 2% 7% 
gem 


. Simplifique 
4x2 12x  _ Ax(x-3) _ Ax(x-3) Ea 
2x3=2x2=12x  2x(x2-x-6) 2x(x-3M(x+2) +2 
factor común — factorizando por tanteo 
six*0,x*3,x%*-2 


a) 


__ la+blla-d) __ a-d 
2abla+bHa—b)  2abla—b) 


b) ał+ab-ad-bd - Aa+b)=d(a + b) 


2a3b — 2ab? 2ab(a?— b2) 


sía,b+0,a#+-b 

=p Ap+1)+(p+1) 
pAp=2)-(p-2) 
a (9+1)+(1-p?) 
(p=2Xp?-1) 
LD p Mp) 
(p-2Mp9>+5(p-1) 
-(p+1)\ p=) 
(p72) p=) 
=p 1 


pz ,Ssipz2, p*+il 


y g+t1-p- p -pP pop Al 
p?=p=2p?+2  p?=2p?=p+2 


Una expresión algebraica racional se simplifica o reduce a su mínima 
expresión, si el numerador y denominador no tienen factores comunes. 
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[A] 


Ez 
Como las variables re- 
presentan números rea- 
les, les aplican las mis- 
mas propiedades. 
Para simplificar aplica- 


Solo se “cancela” cuan- 
do el numerador y de- 
nominador están expre- 
sados con factores. 


Objetivo: 


racionales. 


Evaluación: Ejercicios 7.3 y 7.4 


Calcule. 


© 
X Ejercicio 7.2. Simplifique. 


[C] Multiplicar y dividir expresiones algebraicas 


a) 6m? — 18m? — 24m 


b 9x-x3 
15m — 9m2 ) 


xt -x - 6x? 


e) 2x4 + 3x3y — 2x2y? 


x2+ 3x- 18 
c) 22+ 3x 
) x2? -36 


f) ab?m? — 2ab?mn + ab2n? 


d) 10 +3r-r? 


ri +2r3 5x3 — 4x?y — xy? 


abm? — abn? 


<X Ejercicio 7.3. Multiplicaciones de expresiones algebraicas racionales 


2-1  12+3x+2 


a) Calcule A Sad 


Solución: 


PL. Pra +1 


) + (+ ) 


completando los espacios y justifique [c] 
cada paso. 


2 


Para multiplicar expre- 


x2=x-6 x?-2x+1  (x+2)lx- ) 


lx 1) 
T(x-3)lx 1) = 


w- P 


o Pe-e) , 
ad Ta 


¿? 


> i i Pp 
Aer siones racionales utiliza- 


mos la siguiente propie- 
a Cc ac 
dad b 


`d” bd 
Con b, d#0 


Para expresar el producto de expresiones racionales en su mínima expresión 


1. Factorizar completamente los numeradores y denominadores. E 


2. Obtener una sola expresión racional multiplicando los factores 


correspondientes. 


3. Cancelar los factores comunes en el numerador y denominador. 


Calcule: 
a) 5a? + 12a +4 
at- 16 


a& -2a 
25a? -20a +4 


o) d+ 2a? + 3a 
4a? + 8a +3 
1-a b?+b 


e) b+1` a-a” 


4x? -y ex +T +y _ 


También se puede sim- 
plificar antes de expre- 
sar el producto. 


2 2 2 
mn- n m= 


m+n n? 


2 e 
d) * +Sx+6_x%-5x 


f) 


4x? + 4x x+2 


b2?-5b+6 b?-25_ 6b 
3b-15 2b-4 b-b-30 


4x? =y , 3x? + 5xy + 2y? 


2x2 + xy- y2 ` 3x? +5xy+2y2 2x? +xy- y? 


6x2 + 7xy + 2y? 


Como la división es la operación inversa de la multiplicación, para 
dividir expresiones algebraicas racionales, se multiplica por el 


reciproco del divisor. 
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Clase 1 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


A 

& Ejercicio 7.2 

Solución: 

a) 2(m+ 1)(m- 4) 
5-3m 


b) (3 + x)(3 - x) 
x(x — 3)(x + 2) 


c) x-3 
x-6 
d) -(r-s) 
r3 
e) X =2 
5x + y 


[c] 


RS 
& Ejercicio 7.3 
(25 min) Solución: 


a) 
(c+ 1) 1) (x+ 1x 2] 
(x+ 2)(x — 3) (x-— 1)2 


Wa a 


b) (m-n)? 
n 

c) aa +3) 

2a+1 


d) (+ 3)(x — 5) 
A(x +1) 
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Unidad I. Lección 7. 
Clase 1 


(Continuación) 


Clase 2 


(Continúa en la siguiente página) 


S Ejercicio 7.4. 


Solución: 
a) 2(a+1) 
5a 
b) x-7 
x+11 
c) 3 . 
1=-m 
d) x(3x-2)? 
x-2 
e) x2(3x-7) 
y= 


f) 3(x—1) 
x(x- 5) (x + 3) 
g) x-3 
2(x + 1) 


[Hasta aquí Clase 1] 
[Desde aquí Clase 2] 


[A] (10 min) 


Es recomendable que 
además de sumar y restar 
utilizando el método de 
fracciones equivalentes, 
se resuelvan por otros 
métodos y que el estu- 
diante decida cuál es el 
más conveniente. 


[B] (35 min) 


Objetivo: 


[A] Determinar el mínimo común denominador de 


expresiones algebraicas racionales. 


[B] Efectuar sumas y restas de expresiones 


algebraicas racionales. 


Evaluación: [A] Ejercicio 7.5 


& Ejercicio 7.4. Calcule 
j) Z1 , 52-54 b) x2-49 ._x+7 
a+3 ` 2a+6 x3-121x ` x2-11x 
o 2om-30 . 4m-6 3x? + 2x 


d) 9x?-4 
1-m ` m+1 3x3- 5x+2 ` 914-1213 + 4x? 
3x-7 + x? -3x-4 


S) f) 3x2+3 x+5 ,x2+4x+3 
124+2x "lxd+x2-4x-4 A 12-25 x2-2x ` x2-4x+4 


e) 


Encuentre una expresión algebraica racional que al multiplicarla por 
2 e R 
a se obtenga como resultado AA. 

x5- x= 


Para dividir expresiones 


racionales, utilizamos la 
siguiente propiedad 


Clase 2. Adición y sustracción de expresiones algebraicas racionales 


1 
XEL 


y que además tengan el mismo denominador. 


Solución: 
Lo do x-1 
x+1 7 x+1 x-1 (x+1)(x- 


a) 


porque ab = ba 
b) E act de O x+1 
x-1 x-1 x+1 (-1)(+1) 


El producto (x + 1)(x — 1) es el mínimo común denominador (mcd) de : 
ambas expresiones algebraicas racionales. : 


1 1 
A Calcule 4 t=T 


Solución: 


1 1 
x+It x- 


=e ... expresando como una sola fracción 


=D ... reduciendo términos semejantes 


Para sumar o restar expresiones racionales, se igualan los denomi- 
nadores (usando el mcd) y se simplifica el resultado si se puede. 


y fx | 3 
x?+4x+4 x-4 x-2 


3. Calcule justifique cada paso. 
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: X: Ejemplo 7.3. Mínimo común denominador y adición de expresiones ! 
: algebraicas : 


: 1. Encuentre expresiones equivalentes a y -4 „respectivamente : 


1) : 
N tienen el mismo denominador : 


15% -e 1) + i Fie T| igualando los denominadores ; 


[A] 


Es 
Tal como en las fraccio- 
nes, al multiplicar nu- 
merador y denominador 
por un mismo factor, se 
obtiene una fracción 
equivalente. 


Ez 
El mínimo común de- 
nominador (mcd) se 
obtiene al factorizar 
completamente los 
denominadores y se 
expresa el producto 
usando cada factor con 
el exponente más alto. 


: Solución: 
222x417 __& ,_3_ 241 _ 6x 43 7) 
1x2 +4x+4  x2-4 x-2  (x+2)2 (x+2)(x-2) x-2 ier 
: (ext) 2)_ 602), (+2)? 
(+2) Ux-2)  (x+2)U(x-2) * (x+2)?(x-2) 
- (2x + 1)(x— 2) — 6x(x + 2) + 3(x + 2)? e? 
(«+ 2)%(x 2) 
2x? -4x + x-2- 6x? -12x + 3x? + 12x + 12 
(x + 2)?2(x — 2) 
_ —x?-3x+10 
~ (+ 2)(x—2) 
—(x2 + 3x- 10) 
~ (+ 2)2(x-2) 


=(x+ 5 2) 
(x + 232] 


«e Ejercicio 7.5. Calcule 
6x pek 
x-9 x+3 
x+1 _ 12 R z 
x?+x-12 x?+5x-24 , w+1" w2+4w+3 


a) 


c) 


) 1 +35 352 r y 3 
ser s-r s-r x2?+6x+9 x-9 


racciones complejas 


b-a (b+a)(b-a) 
ab _ (b+a)(b-a) . b-a 
b-a - ab ` ab 
ab 


-(b+alb-ajlab _ : 
= aea) =b+a,jsia,bz0 a#žb 


ió 
& Ejercicio 7.6. Calcule 
E nos 
x-1 a-1 A 
a 
) UA 
se r 


x-a 


Identifique los errores del siguiente planteamiento. 
x-2 


x+2-- 
Xx 


4 


E 


Para sumar expresiones 
racionales encontramos 
mcd y usamos la propie- 
dad 


e _ ac 
tad 


$ 


Una fracción compleja 
es un cociente en el que 
el numerador y/o deno- 
minador es una expre- 
sión fraccionaria. 


E 
Al trabajar con y 
nes complejas es impor- 
tante donde se coloca el 
signo. 
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Clase 2 


(Continuación) 


A 
S Ejercicio 7.5. 
Solución: 


5x +1 
b) -ikti 


) (x— 8)(x + 5) 


(x + 4)(x — 3)(x + 8) 


w+3 
-rs 
(s-r)(s +r) 
14x + 15 
py txt do 
) x?-9 


% 

S Ejercicio 7.6 

Solución: 

al h o 
(x-1)(a- 1) 


— y A 
b) "22 


c) (2x — 3)(x + 5) 
x2+10x+7 


d) x-1 
xX 


e) Error al restar y dividir 
las expresiones alge- 
braicas, la respuesta 


correcta es 


1 
(x +3)(x- 1) 
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Unidad |. Lección 8. Objetivo: [A] Identificar el comportamiento de las gráficas de 
Clase 1 y 2 funciones racionales. 

[B] Determinar las asíntotas verticales de una 
función racional. 


(Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: Ejercicio 8.1 


[A] 


& Ejercicio 8.1 

(5 min) Solución: 

a) Las gráficas a), b), c) y d) 

b) Son expresiones racio- e Ejercicio 8.1. Compare las siguientes gráficas: 
nales ao » 


Lección 8. Gráfica de funciones racionales 


Clase 1 y 2. Gráfica de funciones racionales 


6 
5 
4 
3 


e Aunque el tema de 
continuidad se abor- 
dará hasta la enseñan- 
za del cálculo, es con- 
veniente que en éste 
momento se asocie al 


comportamiento de - A E 
re = f af | J 33 Hr 
las gráficas mostra- ES E a; JED K 
das en el ejercicio 8.1, En las gráficas del ejerci- 
como las que pueden a) ¿En cuáles funciones su dominio está definido para todos los números cio 8.1 determine cuáles 
reales? son las que pueden ser 
trazarse sin levantar el b) ¿Qué tipo de expresión tienen las funciones cuyo dominio no está trazadas sin levantar el 


definido para todos los reales? lápiz de papel. 
A estas se les llama fun- 
Las funciones d y e se les llama funciones racionales ciones continuas. 


lápiz del papel. 


Definición 8.1. Función racional 


[B] (10 min) 


Una función de la forma f(x) = al donde g(x) y A(x) son polinomios 


es llamada función racional, g(x) no es el polinomio de grado cero. [B] Es 
e Hacer énfasis en que el Notación | Terminología 
A li z A x>a. |x se aproxima a a 
signo utilizado en la no Q: Ejemplo 8.1. La siguiente gráfica corresponde a la función f(x) = + T: : desde la izquierda 
tación x > 47 yx > at, ; SS ; | (valores menores) 


x>at |x se aproxima a a 
desde la derecha 
(valores mayores) 


: El denominador x- 1 es cero en x= 1, y se 
: Observa que: 


no se refiere al signo del 


número, sino el sentido t Cuando x > 15, entonces f(x) > 00 ¡O +e] E) aumenta sin 
i : Cuando x > 1+, entonces f(x) > +00 ! H límite 

enel que nos aproxima- : NE ' : fix) disminuye sin 

remos al valor de a. : Entonces la recta x = 1 se le llama asíntota adoi E i E L 


mite 
x disminuye sin lí- 
mite 


: vertical. 
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Objetivo: [C] Determinar las asíntotas horizontales de una Clase 1 y 2 


función racional. (Continuación) 
[D] Graficar funciones racionales con denominador 
de grado uno. (Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: Ejercicios 8.2 y 8.3 


Ga 
S Ejercicio 8.2 
Solución: 


Definición 8.2 Asíntota vertical a 1) *=-3 
La recta x = a es una asíntota vertical de la función, si: 1 
fix) > +% ó f(x) >-00 cuando x > at Óó x> a a2) x ==7 
X Ejercicio 8.2. a3) x=0 
a) Determine las asíntotas verticales de las siguientes funciones: 4) 0 
-_ 4 yAn Sk =i 7-3 a x= 

af ad aE o a 

b) Considere la gráfica del Ejemplo 8.1. b1) Se aproximan a cero 


b1) ¿Qué sucede con los valores de f(x) cuando x >—oo? 

b2) ¿Qué sucede con los valores de f(x) cuando x > +00? 

La recta y = 0, que coincide con el eje x, es la asíntota horizontal de la 
función. 


b2) Se aproximan a cero 


Definición 8.3 Asíntota horizontal [C] 
La recta y = c es una asíntota horizontal de la función, 
si f(x) > c cuando x > +00 ó cuando x > —oo, 


7a 


i $ ; En esta lección sólo se S E . 
Determinación de las asíntotas horizontales: trabajará con denomi- S S Ejercicio 8.3 


Ay X"+ ap-1X"71 +... + aX + do nador de grado uno. 


Si A = a re a rhash, donde a #0y b, #0 (5 min) Solución: 
1. Si n < m, entonces y = 0 (el eje x) es la asíntota horizontal de la función. 

PECI _ 4, ” r a a) y = 0 
2. Si n = m, entonces y = 7> es la asíntota horizontal de la función. 

m 
3. Si n >m, entonces no hay asíntota horizontal. b) y= 5 
3 

€N Ejercicio 8.3. Determine las asíntotas horizontales de las siguientes c) y=-= 
funciones racionales: 2 

ma 1 may 5x+11 dy > 7 
a) fa) = 5 b) flx) = ŠH c) fo) = 
Sugerencias para trazar la gráfica de una función racional: 
a) Encontrar los puntos de intersección con el eje x, es decir, los ceros del [D] (20 min) 


numerador. 


b) Determinar y trazar la asíntota vertical con una línea punteada. 


c) Encontrar el punto de intersección con el eje y. 


d) Determinar y trazar la asíntota horizontal, si existe. 


e) Trazar la gráfica en cada una de las regiones del plano determinadas 
por las asíntotas. 


Unidad I + Lección 8 + Clase 1 y 2. Gráfica de funciones racionales 51 


Unidad I è Lección 8 + Clase 1 y 2. Gráfica de funciones racionales 57 


Clase 1 y 2 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


En estos ejemplos se 
debe hacer énfasis en 
determinar la forma 
general de la gráfi- 
ca, poniendo especial 
atención a la forma en 
que la gráfica se apro- 
xima a las asíntotas. 
Localizando sólo unos 
pocos puntos, como los 
correspondientes a los 
puntos de intersección 
con los ejes x y y o la in- 
tersección de la gráfica 
con una asíntota hori- 
zontal. 


xx) Ejemplo 8.2. 


a) Trace la gráfica de f(x) = y 


2-1 


a1) Interceptos con el eje x Igualando el numerador a cero 


x=0, entonces se ubica el punto (0, 0) 


a2) Asíntotas verticales 
Considerando el denominador 
2x-1,2x-1=0, entonces x = + 
Se traza con una recta punteada 
1 
x= A 


a3) Intercepto con el eje y 


(0) = HOT = 0 el punto es (0, 0). Es el 


mismo que se obtuvo en a1) 


a4) Asíntota horizontal 
Como el grado del numerador es igual 
al grado del denominador, entonces la 


asíntota horizontal es y = 4. 


a5) Trazar la gráfica en cada región Como la 
asíntota vertical divide al plano en dos 


regiones: 


R1: la región a la izquierda de x = 4 


R2: la región a la derecha de x = 4 


Con los interceptos o algún valor de prueba 
se traza la forma general de la gráfica. 


b) Dada la siguiente información: asíntotas y puntos de la gráfica. Grafique y encuentre la fórmula de la 


función. 

b1) Asíntota horizontal: y = O 

b2) Asíntota vertical: x =-1 

b3) Intercepto en y: (0, -3) 

b4) f(-4) = 1 

b5) El grado del denominador es 1 


Solución: 


Como existe la asíntota horizontal y = O, entonces el grado del numerador es menor que el grado del 


denominador. 


Si la asíntota vertical es x = —1, entonces x + 1 = 0, y el 


denominador es x + 1. 


Para obtener la expresión del numerador se consideran los 
puntos (0, —3) y (-4, 1) sabiendo que el grado de este es cero, 


a 
EL 


, 


entonces f(x) = 


F(0) = ER =-3 así que a=-3 


3 


Podemos concluir que f(x) == mE 


y la gráfica es la de la figura 
de la derecha. 
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Clase 1 y 2 


(Continuación) 


Des 
N, Ejercicio 8.4 
Solución: 

A 
SX Ejercicio 8.4. al) sty 
a) Grafique las siguientes funciones racionales 
5d 
x+1 


a2) fa) = 3 


a1) f(x) = 


3-5 


24) fx) =-£ 


ai 


a6) flx) = 5y 


Encuentre una ecuación de una función racional f que satisfaga las 
condiciones dadas. 


b1) asíntota vertical: x = 3 
asíntota horizontal: y = 0 


Intersección con el eje y: (0, 2) 


b2) asíntota vertical: x = -4 


asíntota horizontal: y = 1 


intersección con el eje y: (0, 0) 


Xx 
3. 6 42 2 4 6 > 
-2 
24 
4 
a5) 
-3 -2 -1 
A E 
Unidad | + Lección 8 + Clase 1 y 2. Gráfica de funciones racionales 53 
A 
y 
a6) 2 


bifo -5 


b2) fo) = 5 
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Unidad I. Lección 9. Objetivo: [A] Analizar el comportamiento de la gráfica de la 
Clase 1 y 2 función valor absoluto. 


(Continúa en la siguiente página) [B] Graficar la función valor absoluto. 


Evaluación: Ejercicio 9.1 


[A] (20 min) 


Q Ejemplo 9.1 z : : 
Lección 9. Funciones especiales 


e El dominio de f es R, Clase 1 y 2. Gráfica de la función valor absoluto 


porque el valor abso- Q: Ejemplo 9.1. A continuación se mostrarán dos maneras de analizar la 
gráfica de la función de valor absoluto. 


luto de x existe para 
todo número real x. 1. Considere las gráficas de f(x) = x, f(x) = —x y f(x) = |x] 
Si x está en R, entonces 
Mex) = |oxl = |x] =f) a 
Por lo tanto, fes una fun- INS 
ción par. | fzx i 
Y como fes par, su gráfica 
AA Note que la gráfica de f(x) = |x| se verá como la gráfica y = x para x 2 0 
es li con respecto y como la grafica de y = —x para x < 0 lx] =x,six>0 
al eje y. lx] ==x, six<0 
: 2. Si se conoce la gráfica de f(x) = x, ¿Cómo podemos obtener la gráfica 
Por lo que se analizan dos de ft = Lx]? 
maneras de obtener la 
re _ e Se grafica el trazo que se ubica 
gráfica de Fx) = |x| sobre el eje x 
La parte de la gráfica que está 


por debajo del eje x se refleja con 
respecto a este eje. 


[B] (25 min) Para los valores de x tales que x es sS disies puntadas 
positivo o cero el valor absoluto no e refleja sobre el eje x 
ON, tiene efecto en la gráfica. Para valores 
7% Ejemplo 9 2 de x tales que x es negativo, el valor absoluto es positivo y por eso se 
. 


refleja sobre el eje x. 


KO Ejemplo 9.2. Grafique y = |x + 2| 

e Utilizando el método anterior, graficamos y = x + 2, encontrando el 
intercepto en x (-2, 0) y como la pendiente es positiva, se refleja la 
parte de la gráfica que está bajo el eje x que corresponde a x < 2. 


Esta manera es reconociendo que el valor mínimo posible para y es 
cero. 

Entonces x-2 = 0 y x = 2, por lo que el punto mínimo de la gráfica será 
(-2, 0) y de x = -2, considerando la misma cantidad de unidades a la 
derecha y a la izquierda, el valor de sus imágenes será la misma. 
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Clase 1 y 2 


(Continuación) 


Ga 
& Ejercicio 9.1 
Solución: 


x=-2 


Tres unidades Tres unidades 
a la izquierda a la derecha 
x=-5 x=1 


FS) = |-5+2| =3 AU) =|1+2]=3 


Entonces f(5) =/(1) 


e También se puede obtener la gráfica de f(x) = |x + 2] desplazando la 
gráfica de f(x) = |x| dos unidades a la izquierda. 


o 
X Ejercicio 9.1. 
a) Grafique las siguientes funciones. 


al) fix) = |-x] a2) f(x) = |x +3] a3) f(x) = |x-1] 


a4) f(x) = 12=x] a5) f(x) = |2x] a6) f(x) = |2x=5| 


b) Considere la gráfica de la derecha, 
¿qué diferencia a las gráficas 


Ho) =loxl y A) ==? 


c) Explique por qué la función 
fix) =|x| +x en el intervalo (-oo, 0) es O 


fix) = lx lex 
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b) Que la ubicación del signo cambia la ubicación de la gráfica. 


c) Porque si x < 0, entonces f(x) 


Ix]+x 
—Xx+x 
0 
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Unidad |. Lección 9. Objetivo: [A] Identificar el mayor entero en expresiones 
Clase 3 numéricas. 
(Continúa en la siguiente página) [B] Graficar la función mayor entero. 


Evaluación: Ejercicio 9.2 


[A] (5 min) 


Q Ejemplo 9.3 


Clase 3. Función mayor entero 


: XP Ejemplo 9.3. A 

b) Si 2 < x < 3, entonces o La , [a] 
a) ¿Cuál es el mayor número entero que es menor a 2.35? A 
y= 2 ¿Cuál es el mayor número entero que es menor a -/5? ES 


Lo anterior se representa como: El símbolo [x] se lee 
[2.35] =2 “mayor entero de x” 


h/5]==3 


[B] (40 min) Definición 9.1 


Si x es un número real, el símbolo [x] se define como: [x] =n, donde 
n es el máximo entero tal que n < x. 


e Ésta gráfica también 
recibe el nombre de 
función escalonada, 
es un ejemplo en el 
que los estudiantes 
pueden comprender 

Definición 9.2 


muy bien el concepto La función mayor entero f está definida por f(x) = [x] = 7, 
de discontinuidad. n<x<n+1,donden€Ez yxER. 


b) Considere la siguiente tabla: 


iE CIESESE 


ajau aa a a 


Si 2 < x < 3, ¿cuál es el valor que le corresponde a y? R: 2. 
A la función anterior se le Ilama función mayor entero. 


Trace la gráfica de f(x) = [x] 
x =2<x<-1 =1<x<0 | O<x<1 | 1<x<2 
y -2 | a | 0 | 1 


"i EZ 
¿Cuál es el dominio? A A 
El dominio es el conjunto de los Siempre que x ON 
números reales. cuentre entre números 
enteros sucesivos, la 
¿Cuál es el rango? parte correspondiente 
El rango de fes el conjunto de los — > de la gráfica es un seg- 
enteros. pa P i mento de una recta ho- 
a Jœ =] rizontal. 


¿Cuáles son los interceptos? 
Intersección en x: todos los puntos 
donde 0<x<1 

Intersección en y: (0, 0) 


-3 


a 


A esta gráfica también se le llama función escalonada. Esta función 
exhibe una discontinuidad. 
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Analice la siguiente gráfica: 


e Complete la tabla: 
xX y 
=2<x<-1 4 


=1<x<0 


0O<x<1 


1<x<2 


e ¿Cuál es la ecuación de la 
gráfica? 


X Ejercicio 9.2. Grafique las siguientes funciones. 


a) fa)= 
b) f= Í 
c) flx) =- 
d) flx) = 


e) fx) = 


f) fix) = 
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Clase 3 


(Continuación) 


d) 


X J 
—2<x<-1 4 
—1<x<0 2 
O<x<1 0 
1<x<2 -2 


La ecuación de la recta es 


fix) = 211x] 


a ©) 
K Ejercicio 9.2. 


5 
Solución: 
a) A = 
y 2; 
4 p 
2 y 
> 
4 -2 — 2 4 Xx 
— j 
= 4 
— 6 
) m 
3 e 
2 —_—_ 
1 _— 
_ > 
6 -5 4 3 2 -1 1 2 3 4 $ X 
1 
—— -2 
oo, -3 
pen —4 
c) 
= yA 
— 3 
— 2 
—1 
— > 
-5 4 -3 -2 -1 TZ 3 28 56 
e 
z Ss 
a E 
a — 
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Soluciones Ejercicios Unidad |. Lección 3 


eS o % 
& Ejercicio 3.2. Pág. 23 & Ejercicio 3.3. Pág. 24 & Ejercicio 3.4. Pág. 24 
(20 minutos) (10 min) Soluciones (10 min) Soluciones 
Resolver los ejercicios y discutir a) CS: (11, + 13 i) f /1. 
las soluciones en la pizarra. 3 a) CS: {+1, + 2 i} 
Soluciones: b) CS: {+3, +4/ 5 i} b) ti 
a) CS: {+2, +3} c) CS:{4i, +y 3 i 
ía c) CS: (+3, 4/71) PEN } 

b) CS: {+4242 ; 

) CS: { } d) CS: { +1, +2} d) CS4 V3 , +43 1) 


1 
d) CS: {+1, t3) 


Ca 
e) CS: (+2, 44/33 & Ejercicio 3.5. Pág. 24 
(10 min) Soluciones 


a) CS: (1, 2) 


b) CS: (4/4, 13) 
des: 1, E 


d) CS: { 4/3 i -%43 i} 


Soluciones Ejercicios Unidad l. Lección 4 


SX Ejercicio 4.6. Pág. 38 
(10 min) Soluciones: 

a) CS: (-8, 4) U (4, +00) 

b) CS: (-oo, -5) 

c) CS: (-coo, —5) U (-3, 1) U (1, +00) 
d) CS: (0) U (2, 3)U (3, +00) 


e) CS: (00, -2] U (3) U [2, +00) 


Soluciones Ejercicios Unidad I. Lección 5 


Ca ©) 
K Ejercicio 5.4. Pág. 42 
(25 min) Soluciones: 


a) CS: (-2, 6) b) CS:{-3, -7) c) CS: LE, 1) d) CS: (E, 3) 
e) CS: Lo 2) f) CS: [-1, 2) g) CS: (5, 1) h) CS: (=4, 2} 
i) CS: [-1, 4) ¡)0s:(2) 
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Matemáticas II 


Unidad II 


1. Competencias de la Unidad 
Identificar las características de las funciones exponenciales para establecer su definición. 
Identificar las propiedades de la función exponencial. 


1. 


o NN m SoN 


Graficar funciones exponenciales. 


Funciones trascendentales 


Identificar las características de las funciones logarítmicas para establecer su definición. 
Identificar las propiedades de la función logarítmica. 


Graficar funciones logarítmicas. 


Identificar las propiedades de la función seno y coseno. 


Graficar funciones seno y coseno. 


2. Relación y Desarrollo 


Matemáticas 82 


Polinomios 
Potenciación 


Matemáticas ll 


Unidad II 

e Lección 1: Funciones Exponenciales 

e Lección 2: Funciones Logarítmicas 

e Lección 3: Resolución de trángulos 

e Lección 4: Las gráficas de funciones 
trigonométricas 


Matemáticas III 


Unidad Il: Geometría analítica 


Matemáticas 92 


Semejanza de triángulos 
Criterio de semejanza de triángulos 
rectángulos 


Matemáticas | 


Unidad l: Fundamentos de aritmética y 


álgebra 


Unidad Il: Introducción a la trigonometría 


Matemáticas IV 


Unidad |: Trigonometría 
Unidad IV: Derivada de funciones tras- 
cendentales 
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3. Plan de Estudio de la Unidad (39 horas) 


1. Funciones Ex- Potenciación: Exponente natural Base, exponente, poten- 
ponenciales cia a” = b 


Potenciación: Exponente entero 


Radical 1 Raíz, índice, cantidad sub- 
radical “Ya =b © br=a 


Radicales 2 


Exponente Racional ae n/a 


Exponente racional y real 


Definición de funciones | Función exponencial f(x) 
exponenciales = q* 
Características de las gráficas de | Dominio, rango, inter- 


funciones exponenciales cepto, asíntotas, crecien- 
te, decreciente 


Ecuaciones exponenciales 


Ecuaciones exponenciales 2 (reduc- 
ción a ecuación de segundo grado) 


Ejercicios de lección 


2. Funciones Logaritmos log: logaritmo. 
logarítmicas y= logaritmo, x se abre- 
via como: y = log, x 


Cálculo de logaritmos 


Propiedades de los logaritmos 


Logaritmos comunes y logaritmos | In: Logaritmo natural; 
naturales log10 x = log x: logaritmo 
común 


Función logarítmica y = f(x) = log, x es una 
función logarítmica 


Ecuación logarítmica 


3. Resolución de Ángulo inscrito Ángulo central. 
triángulos Angulo inscrito 


La ley de los senos (Demostración) 


La ley de los senos (Cálculo de la 
medida de un lado) 


La ley de los senos (Cálculo de la 
medida de un ángulo) 
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La ley de los cosenos 
(Demostración) 


Aplicación de la ley de los cosenos: 
cálculo de la medida del lado 


Aplicación de la ley de los cosenos: 
cálculo de la medida del ángulo 


Aplicación de la ley de los cosenos: 
discriminación del ángulo agudo, 
recto y obtuso 


Cálculo del área del triángulo 
utilizando el seno 


Ejercicios de la lección 


. Las gráficas Gráficas de seno y coseno función periódica, 
de las período 


funciones La gráfica de tangente, secante, | asíntota 


trigonomé- cosecante y cotangente 
tricas 


Amplificación y desplazamiento | amplitud 
vertical 


Desplazamiento lateral 


Cambio del período 


Gráfica de la forma general 


Ejercicios de la lección 
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Puntos de lección 


Lección 1: Funciones exponenciales 

En esta lección se trata de hacer un repaso de las propiedades de los exponentes cuando este son 
naturales, luego se introduce el comportamiento de las potencias cuando el exponente es entero 
negativo, cero, racional y real, lo que puede generar algunas dificultades en los estudiantes ya que 
deben generalizar las propiedades aprendidas anteriormente. 


También se pretende establecer una relación entre los radicales y las potencias como operaciones 
inversas %/a =b & b” = a, además se incluyen ejercicios de potencias raíces con variables. 


Es importante que los estudiantes tengan dominio sobre estos contenidos para poder dar paso al 
desarrollo de las funciones exponenciales, donde es necesario que se apliquen las propiedades vistas. 


En este caso se estudiarán funciones sencillas ya que lo que se busca es la conceptualización y que 
los estudiantes puedan analizar su gráfica, es decir identificar intercepto, rango, dominio, asíntotas 
y si es creciente o decreciente, a la vez se pretende que aprendan a graficar funciones cuando hay 
desplazamientos paralelos (horizontal f(x) = a**?, o vertical f(x) = a* + b). Tenga en cuenta que este 
contenido le será útil en Matemática IV unidad | y IV. 


En la clase 9 y 10 se hace una breve introducción de la resolución de ecuaciones exponenciales en 
donde se tratan casos sencillos que para su resolución basta con igualar bases y hacer las operatorias 
necesarias, no se consideraron los casos donde se debe aplicar logaritmos para igualar bases porque 
para este curso basta con la conceptualización y solución de ecuaciones sencillas. 


Lección 2: Funciones logarítmicas 

Se introducen los logaritmos dándole significado a la y en la expresión x = 37, en la lección se concluye 
que un logaritmo es un exponente estableciendo la relación que y = log, x si y sólo si a? = x. En primera 
instancia los exponentes son números enteros positivos, luego negativos y por últimos números 
racionales, de manera que se gradúe el nivel de dificultad y que los estudiantes no utilicen calculadora. 
Las propiedades de los logaritmos (producto, cociente y potencia) se deducen usando tablas, luego se 
aplican para reducir o expandir una expresión logarítmica. 


Con las bases 10 y e = 2.7182... se definen los logaritmos comunes y naturales respectivamente, estas 
log,x 
loga 


bases se usan para definir el cambio de base ( log, x = ) en los logaritmos que es utilizada para 


encontrar los valores de algunos logaritmos. 


Se aprovecha la definición de logaritmo para definir la función logarítmica ya que a cada valor de x 
corresponde un único valor de y, se hace énfasis en si la base a > 1 osi0< a< 1 para determinar 
la tendencia de la gráfica de la función, se analiza que el eje y es una asíntota vertical (en ejercicios 
posteriores la asíntota vertical se desplazará a la izquierda o a la derecha). Luego se grafican en el mismo 
plano la función logarítmica (y = log, x) y la función exponencial (y = 2*) para concluir que estas gráficas 
son simétricas respecto a la recta y = x (una es la inversa de la otra). 
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Se concluye esta lección definiendo una ecuación logarítmica como aquella ecuación en la cual la 
variable es parte del argumento. Se resuelven las ecuaciones logarítmicas convirtiéndolas en su forma 
exponencial y/o aplicando las propiedades de los logaritmos. 


Lección 3: Resolución de triángulos 

En el Libro del Estudiante se tratan ejemplos donde aparece sólo los ángulos especiales como ser 30°, 
45”, 60” etc., por lo tanto, no hay necesidad de utilizar la calculadora. 

Para dar la relación entre los senos y el radio de la circunferencia circunscrita, se utiliza la relación entre 
los ángulos inscritos, que es el tema de la Clase 1. 

Tenga en cuenta que la ley de seno da la relación. 


Lección 4: Las gráficas de funciones trigonométricas 

Se trata el ejemplo y = sen(Ó — 60°) donde no se usa la unidad de medida radián, la razón es porque si 
se utiliza radián y se plantea el problema como y = sen(0 — E ), hay que usar fracciones, decimales, etc., 
lo que complica el aprendizaje. 
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Unidad ll. Lección 1. 
Clase 1 y 2 


(Continúa en la siguiente página) 


[A] Concepto de po- 
tencia 


«y Ejemplo 1.1 

(15 min) 

M: ¿Qué se pide encon- 
trar en el problema y cuá- 
les son los datos con los 
que se cuenta? 

RP: La cantidad de ahorro 
que tendrá la niña en en 
tres, cinco y diez días. 

*Es importante que el es- 
tudiante se dé cuenta que 
el comportamiento de los 
datos es una potencia de 
dos, a medida pasan los 
días el ahorro aumenta. 
*El docente pide a los es- 
tudiantes que represen- 
ten las cantidades como 
potencia. 

M: ¿Cuáles son las partes 
de la potencia? 

*Hacer reforzamiento de 
los significados de cada 
elemento de la potencia. 
RP: Base, exponente y 
potencia. 


Definición 1.1 

Concluye en el concepto 
de potencia e identifican 
los elementos de la mis- 
ma. 


a ©) 
S Ejercicio 1.1 


1 
(15 min) Soluciones: b1) 64 b2) 343 b3) 0.01 
a1) 24 a2) (1.2) e” pel la 
a3) (-5)5 aa) (1) 125 Z:Z:Z:Z 
1 
a5) (4) a6) y* b7) 31" b8) 16x? b9) 56x* 


Objetivo: 


Evaluación: Ejercicio 1.1 


Lección 1. Funciones exponenciales 


Clase 1 y 2. Potenciación: Exponente natural 


: Q: Ejemplo 1.1. Una niña ahorra todos los días, cada día aumenta su ! 


+ ahorro al doble. Si comenzó con L. 2.00. 

: ¿Cuánto dinero tiene al tercer día? 
¿Cuánto dinero tiene al quinto día? 

: ¿Cuánto dinero tendrá en 10 días? 

i Solución: 

: El primer día tiene: 2 

: El segundo día tiene: 2x2 > aumenta el doble. 

: El tercer día tiene: 2x2x2 > el doble del segundo día. 


: * Al tercer día tendrá 2 x 2 x 2 = 8 lempiras ahorrados. 

:? 2x2x2 se puede expresar utilizando potencias como 2? = 8 

7 * Al quinto día la niña tendrá: 2 x 2 x 2 x 2 x 2 = 25 = 32 lempiras. 
+ * A los 10 dias la niña tendrá 210 = 1,024 lempiras. 

: * 23, 25, 210 son ejemplos de potencias. 


exponente 


23 = 8-> potencia 


Definición 1.1 
La potencia es una forma abreviada de escribir un producto formado 
por varios factores iguales. 


X Ejercicio 1.1. 
a) Escriba en forma de potencia. 
al)2x2x2x2 


a3) (-5) (5) (5) (+5) (+5) 
(A) 
b) Calcule 
b1) 43 b2) (2), 


a2)1.2x1.2x 1.2 
aa (+)(3)(3) 
a6) M0)0)0) 

b3) (-0.1)?2 


b4) (-3)5 


3 
b5) (2y b6) z4 


b7) (-4x)" b8) (4x)2 b9) 7(2x)3 
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[A] Definir una potencia con exponentes naturales. 


[A] 


ø 


En23=8 


2 representa la cantidad 
que se multiplica. 
3 representa el número de 
veces que se multiplica 2 y 
8 es el producto. 


La lectura en potencias: 
22: dos al cuadrado 

25: dos a la cinco 

210; dos a la diez 


E 


y 


Base: es el número que se 
multiplica por sí mismo. 


Exponente: indica el nú- 
mero de veces a multipli- 
car la base. 


Potencia: Es el resultado 
de multiplicar la base tan- 
tas veces como lo indica el 
exponente. 


Objetivo: 


positivo. 


Evaluación: Ejercicio 1.2 


Eoy 
: W: Ejemplo 1.2. Encontrar el número en la casilla 


} a) (-2)4x (22)? = (22) 
ic) (2)?} =(-2) 
¡ e) (8x y?) (3 y) = -24x y 


+ Solución: 


b) (22) +(-2P = (22) 


d) x x= (x) 


i a) (29 x{(-2)? = (-2) (-2) (-2) (2) x (-2) (-2) 


Ë b) (=2)5 + (2) = Ep = 


¡o (ar 


4 veces (-2) 2 veces (-2) 
k 3 a y 


= E) (22) (22) (22) (22) Es 


6 veces (-2) 
= (22) 
=(-2)4*2= (-2]6 


cinco veces (-2) 
A NE] 


(2 _ (22) (22) (22) (22) (22) 


“(2 E (-2) (-2) 


tres veces (-2) 


= (2) (02) x (22) (22), x (22) (-2) 


y 
2 veces (-2) 2 veces (-2) 2 veces (2), 


3 veces (-2 x -2) 
= (2) (-2) (-2) (-2) (2) (-2) 
(2 
=(-2)2*3 = (-2J5 


pd) 2 x= xx xXx xxs 


i e) (8x4 y2)(-3x3 y) = 8(-3) xxx xxx x y yy 


=x3+2+1= y6 


=—24x4+3 y2+1 = —24x7 y? 


[B] Calcular potencias de igual base y exponente 


A 
El exponente 6 surge 
de sumar los exponen- 


tes4y2. 


En b) el exponente surge 


de restar los exponentes 
5y3. 


En c) el exponente 6 sur- 
ge de multiplicar los ex- 
ponentes 2 y 3. 


ES 
Cuando se tienen varia- 
bles también se puede 
aplicar las operaciones 
con los exponentes. 
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*Hacer que los estudiantes se den cuenta que las propie- 
dades de las potencias se aplican a las expresiones alge- 
braicas de igual manera que a las expresiones numéricas. 


*Definir las propiedades de las potencias 


Clase 1 y 2 


(Continuación) 


[B] Propiedades de las 
potencias con exponen- 
tes positivos 


LO Ejemplo 1.2 

(15 min) 

*Presentar en la pizarra 
el ejemplo y pedir que lo 
resuelvan sin consultar 
el Libro del Estudiante. 
M: ¿Qué propiedad apli- 
camos en el inciso a, d y 
e? 

RP: Multiplicación de 
potencias de igual base 
M: ¿Qué propiedad apli- 
camos en el inciso b? 
RP: División de poten- 
cias de igual base 

M: ¿Qué propiedad apli- 
camos en el inciso c? 
RP: Potencia de una po- 
tencia. 

*El docente hace pre- 
guntas en que consiste 
cada propiedad con el 
objeto que el alumno 
recuerde las reglas vis- 
tas en octavo grado. 


Concluir que en a, d y e 
se copia la base y se su- 
man los exponentes 


Concluir que en b se co- 
pia la base y se restan 
los exponentes. 
Concluir que en c se co- 
pia la base y se multipli- 
can los exponentes. 


[Hasta aquí Clase 1] 
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Clase 2 Objetivo: [C] Calcular potencias de igual exponente y diferente 
(Continuación) base. 


Evaluación: Ejercicio 1.3 


[Desde aquí Clase 2] 
z ©) = 
& Ejercicio 1.2 De los ejemplos anteriores surgen las siguientes propiedades: l B 
g . Las propiedades se pue- 
(15 min) Soluciones Propiedades de los exponentes den nombrar: 
1\7 Para todo número real a + O y dos números naturales m y n se tiene: 1) Multiplicación de po- 
a) 37 b) (-4) 1) a” xa" = a"+” 2) a" + a" = a™-” 3) (a"}” = amxn tencias de igual base. 
2) División de potencias 
de igual base. 
c) (1.3)> d) (- 2x)? xX Ejercicio 1.2. Calcular aplicando las propiedades de los exponentes. 3) Potencia de una po- 
esp n(-1) ass AY ansas di 
4 A 118. —1 y6 
> A d) (-2x)* (-2x)? e) (5) + (25) f) (-4) E (+) Puede dejar los resulta- 
g) X h) 5xy 15x375 . 5 dos como potencia. 
8) (x) + (x)° h) 307 i) [(-3)] 
: i 712 : 
i) (=3)10 (— a Tp Ey ayy 
) (=3) j) 4 j) (2) ] k) [Eye i) ( z ) 
15 —14a11p5 i 
heys 22 m) =iBapT 
243 
12 ` 
5 Ae a P 
f a) 53 +52 b) 62 x 32 : : DN A 
: : ¿Qué tienen en común 
: Solución: : las potencias en b y c? 
[C] Propiedades de po- a) 53+52=53-2=51=5  b)62x32=(6x3)?=18? ; Ez 
tencias de igual expo- Fc) 62432-8 = ($) =2=4 ¿ Ena) 5 está elevado al 
as e exponente 1 y es igual 
nente De los ejemplos anteriores surgen las siguientes propiedades. a5. 
y z A . SeaaxO Las propiedades 4, 5 y 6 
Xy) Ejemplo 1.3 4)a =a 5) a” x b” = (a x b)” 6) a” + b” = (a + b)” se pueden nombrar 
(15 min) (4) Todo número eleva- 


do al exponente 1 es 
igual al mismo nú- 


Presentar los ejercicios 


O aat 

. ai SX Ejercicio 1.3 mero: 

del ejemplo y permitir i i (5) Multiplicación de po- 

que los estudiantes los a) (25) c) (2.4) tencias de igual ex- 
r ponente. 

resuelvan sin consultar d) (-4)? x 33 f) (-0.2)” x (3.5)7 (6) División de potencias 


el LE. 8) (12)? + (4)? 2 y i) 7.2} + (1.4} de igual exponente. 


*Hacer preguntas simila- 
res que en [B] para dedu- 
cir las propiedades 

M: Todo número elevado 62 |. adnet isthe ya rei en 
a 1 ¿será igual a? 

RP: Así mismo 

M: En la multiplicación 
de potencias de igual ex- 


1) (y Xx ) 1) (122)! + (4w)* 


deta is Dies: ; ; 
M: En la división de poten- N, Ejercicio 1.3. (15 min) Soluciones 


ponente ¿Qué se hace?: cias de Bda exponente. a) -5 b) -4 c) -2.4 d) (-12) 

RP: Se multiplican las ¿Qué se hace: 1\5 a a 1515 

bases y se copia el expo- RP: Se dividen las bases y se e) (2) f) (-0.7)/ 8)3 h) (-4) 
copia el exponente. : : 

paoi TAREE (2 iy toco (+) 
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Objetivo: [A] Calcular potencias de igual base y exponente Unidad Il. Lección 1. 
CETO; Clase 3 y 4 


a o. (Continúa en la siguiente página) 
Evaluación: Ejercicio 1.4 


[A] Exponente cero 


0; Ejemplo 1.4 


Clase 3 y 4. Potenciación: Exponente entero (10 min) : 
cuz *Presentar el ejemplo en 
: Q: Ejemplo 1.4. Calcular : š us 
: 35 + 35 xto i la pizarra y permitir que 
¡ Solución: : lo resuelvan sin ayuda. 
:* Aplicando la propiedad (2) de división de potencias de igual base se tiene: ! f 5 f 
: 35 +35 =35-5=30 <- ttxt sxt A o : M: ¿Qué propiedad se 
: Desarrollando las potencias Iguales Iguales * H Ml 
MEPEPCE TE ETTER PA puede aplicar para resol 
35 3x3x3x3x3 a ia : Todo número real dife- ver el ejercicio? 
: De los dos cálculos anteriores se puede concluir que: 3° = 1; x0=1 rente de cero elevado RP: División de potencias 
, al exponente cero es A . O 
Surge la siguiente definición. igual 1. de igual base o división 
naa pr A de potencias de igual ex- 
Para un número “a” diferente de cero se define que a? = 1. a? = 1 se tiene E sk ponente. 


Todo número dividido M: Al aplicar la división 
entre el mismo da 1. 


e Por lo tanto, aplicando de potencias de igual 
SX Ejercicio 1.4, división de potencias base ¿Qué sucede con 


a) 30 + de igual base se tiene: 


E los exponentes? 


LE = gor pg 

d) (-1.8)0 e f) (=2)° (-3)° K RP: Resulta cero, es decir 
Como a* + a* = a? y tam- 

ea e queda tres a la cero y x a 

cluye que a? = 1 la cero. 

M: Al aplicar la división 


de potencias de igual ex- 


g) (1.5)3 + (1.5)3 h) x? + x3 i) [15y)9]? 


k) (3x2 y2)? + x4y4 


Ñ empio 155. ponente ¿Qué resulta? 
OS ; Resulta 1 elevado a la 5 y 
: o propiedad (2) división de potencias de igual base se tiene: E E 1 elevado a la cuatro 

; 23+ 25 = 2375 = 2 : ta es exponente entero M: ¿A que es igual uno 
E Desarrollando la división de la forma y se tiene: E NeEERYG: elevado a cualquier ex- 
e S i al 

l Por los cálculos anteriores se puede inferir que 27? = 4 : M i ¿Qué se puede con- 


cluir de las potencias ele- 
vadas al exponente cero? 
RP: Todo número eleva- 
do a la cero es 1. 
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Definición 1.2 


[B] Exponente negativo deducir la propiedad de los expo- S Ejercicio 1.4 
Be nentes negativos. (20 min) Soluciones: 
Y Ejemplo 1.5. (15 min) a)1 b)1 cj1 d)1 
*Presentar el ejercicio en la pizarra e)1 f)1 gj1 h)1 
y hacer preguntas de inducción para i)1 j3 k9 
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Clase 3 y 4 Objetivo: [B] Calcular potencias con exponente negativo. 
(Continuación) 
Evaluación: Ejercicio 1.5 


Definición 1.3 

*Analizar con los estu- 
diantes la deducción de la 
potencia negativa. 


Del ejemplo anterior se deduce la siguiente definición. 


“uon 


Definición 1.3 
Para “a” distinto de cero y un número entero n se tiene que: a” = e 


ZO 

N Ejercicio 1.5 

(15 min) Soluciones 
all 1 Si n = 0 se tiene 


Si se tiene a + 0 y m y n dos números enteros tendremos: 


arxa” =a? xaq” =q?+m = qm 
c) 32 d) 100 ro 
Si m = -n se tiene: 

* ($) = (ab"1)" = any 


e) (7.2) a a" xa" =a" xa” =qa"+m=qa9=1 sg 
3 1 = ak -4 = a =i 
g)a h) F 
1 1 X Ejercicio 1.5. 
i) 152 j) -5 a) (-5)? b) 47 
a 


e) (7.2)* flexar’ 


k) (2) 1) 572 x 372 j) a x a~? 
a 


X Ejercicio 1.6. 
AD E ETS Aplicación de las propiedades de potencias. 
~ Ejercicio 1.6 
a) Un edificio tiene 5 pisos, cada piso tiene 5 departamentos, cada 


(30 min) Soluciones: departamento tiene 5 ventanas y cada ventana tiene 5 maceteras con 
5 rosas cada una. ¿Cuántas rosas hay en el edificio? 
a) 3,125 rosas 


h b) Carlos quiere ahorrar y cada semana ahorra el doble de la anterior. Inciso (b) 
Ahorro por semanas Completar la tabla en donde se visualiza el plan de ahorro y expresar - 
b) A pi Semana Ahorro Potencia 
como potencia (Elabora un gráfico que muestre el ahorro de las 
70 primeras 7 semanas). 
Y 
60 c) En una tienda reciben 2? cajas de dulces, en cada caja hay 24 paquetes 
de dulces con 2? dulces cada uno. ¿Cuántos dulces ha recibido la tienda 
50 en total? 
o 
= 40 
[e] d) Se han comprado 4? mazos de rosas, cada mazo tiene 3? filas con 12 
£ 30 Q flores cada uno. ¿Cuántas flores se han comprado? 
20 / e) Un paquete de jugo trae 6 unidades y tiene un valor de 62, calcula el 
y valor de cada unidad. 
10 A 
O 
0 o” 64 Unidad II + Lección 1 + Clase 3 y 4. Potenciación: Exponente entero 


1234567 


Semanas 
c) 512 dulces 


d)42x32x22x3= 1,728 


flores 


e)6 
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Objetivo: [A] Calcular raíces aplicando la potenciación. Unidad Il. Lección 1. 


Clase 5 y 6 


Evaluación: Ejercicio 1.7 (Continúa en la siguiente página) 


Clase 5 y 6. Radicales 1 
os Ejemplo 1.6. Calcular las siguientes potencias: 
322, (22), 23, (-29?, 2, (-2)%, 29, (-2)* 


Ejercicio Potencia 
22 
(5212 
23 
(=2)° 
24 
(=2)* 
25 
(-2)° 


: ¿Qué relación hay entre la potencia y la raíz de un número? 


+ Si se tiene: 2? = 4 la potencia es la operación inversa a la radicación por lo : 


: que se expresa como: 
Índice 
V4 =2 porque 2?=4 
ha A 


raíz 
cantidad sub radical 
: W Ejemplo 1.7. 
: Aplicando la relación entre potencias y raíces. 
+ Escriba las potencias en forma de raíces del ejemplo 1.6. 


: Solución: 


Potencia 


*Pedir a los estudiantes que propongan 
ejemplos de diferentes raíces. 


[A] 
— Z 
Observa que cuando 
en una potencia la base 
es positiva el resultado 
siempre será positivo y 
cuando la base es negati- 
va el signo del resultado 
depende del exponente. 
Si el exponente es par 
el resultado es positi- 
vo, pero si es impar es 
negativo. 


En una raíz cuadrada el 
índice es 2. 
En 8vo grado calcula- 
ron raíces cuadradas 
donde se estudió la 
relación de la potencia 
con la raíz. 

bz?=ay Ya =b 
Cuandoa>0yb>0 

índice 

A E8 > 34/8 =2 


es la raíz cantidad 
sub radical 


Es 

En la raíz el número 3 
se llama índice y signi- 
fica el número de veces 
que debe multiplicarse 
la raíz 2 por sí misma 
para que dé la cantidad 
subradical 8. 


* "1/0 =0 
* 2/0 =0, 3/0 =0 
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[A] 


1% Ejemplo 1.6 

(10 min) 

*Presentar el ejemplo en 
la pizarra y permitir que 
los estudiantes lo resuel- 
van sin consultar el LE. 
M: ¿Qué relación hay en- 
tre la potencia y la raíz 
de un número? 

RP: La potenciación es la 
operación inversa a la ra- 
dicación. 


9: Ejemplo 1.7 

(10 min) 

*Completar la tabla y 
hacer que los estudian- 
tes noten que los térmi- 
nos de la potencia son 
también términos de la 
radicación pero con di- 
ferente significado. 

M: ¿Si 8 es la potencia 
que es en la radicación? 
RP: Cantidad subradical 
M: ¿Si 3 es el exponente 
que representa en la ra- 
dicación? 

RP: El índice de la raíz 
M: ¿Si 2 es la base que 
representa en la radica- 
ción? 

RP: La raíz. 


Concluye en los signi- 
ficados de la cantidad 
sub radical, índice y raíz 
en la radicación. 
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Clase 5 y 6 


(Continuación) 


Definición 1.4 

(10 min) 

*Analizar las gráficas 
para encontrar la rela- 
ción existente entre la 
potencia y raíz. 

Además la forma que 
tiene cuando n es par o 
impar. 

*Es importante que no- 
ten la forma de la gráfica 
ya que esto les facilitara 
el estudio de las funcio- 
nes exponenciales. 


S Ejercicio 1.7 
(20 min) Soluciones 

a) 10 b)-7 c5 
d) -5 e)-4 f)3 
E) =2 h) -7 


[B] 


xp: Ejemplo 1.8 

(20 min) 

M: ¿Cómo se puede es- 
cribir una raíz como una 
potencia? 

RP: Como el índice es el 
exponente en la potencia 
se busca un número que 
elevado al exponente in- 
dicado de la cantidad sub 
radical. 


Concluye que la raíz de un 
número cuyo exponente 
sea el mismo que el índi- 
ce es el mismo número. 


Objetivo: 


Evaluación: Ejercicio 1.8 


Definición 1.4 
Si n es un número natural par y a > 0 entonces “/a = b si y solo si 
b” = a, b 2 0. Si n es impar y a E R entonces nfa =b siy solo si b” =a. 


La relación entre la potencia y la raíz se puede apreciar en las siguientes 
gráficas: 


cuando n es par cuando n es impar 


O nin e ý 
SX Ejercicio 1.7. Calcule las siguientes raíces. 


a) y//100 b) -//49 c) 3/125 
e) - 4/256 f) 5/243 g) /128 


d) /-125 
h) 343 


i X: Ejemplo 1.8. Calcule 


¡ a) /81 b) 3/227 


: Solución: 
: Escribir las cantidades sub radicales como potencias. 


£ Se tiene: 


¡ /81 = y9 va = 3/37 3/243 = 3/35 


: Se puede observar que al escribir las cantidades sub radicales como : 
: potencia el índice es igual al exponente por lo que se puede expresar: 


: 2 
a) /92 =97=91=9 


66 | Unidad II + Lección 1 + Clase 5 y 6. Radicales 1 


76 Unidad II e Lección 1 + Clase 5 y 6. Radicales 1 


[B] Escribir raíces en forma de una potencia. 


PA 
Las gráficas represen- 
tan las relaciones que 
existen entre la poten- 
cia y la raíz 
En Ya =b 

* si a es negativo y n 
es par entonces 'ya 
no está definido en R, 
está definido en el con- 
junto de los números 
complejos. 


Si se tiene a > 0 se pue- 
de calcular -"/a ya 
que la cantidad subra- 
dical es positiva. 


"Ya =-b 


Ejemplo -/2 =-2 


Aunque (-2)? = 4 no 
se puede expresar y4 
= —2. Porque ya es la 
raíz positiva (se llama la 
raíz principal) de 4. 

No puede ser número 
negativo. 


Objetivo: [A] Deducir las propiedades de las raíces. Unidad Il. Lección 1. 
Clase 5 y 6 


Evaluación: Ejercicio 1.9 (Continuación) 


Clase 7 


(Continúa en la siguiente página) 


& Ejercicio 1.8 
(20 min) Soluciones 
a)2 b)7 cj8 d)9 
` e)y f)xy g)2m 


Del ejemplo anterior surge la siguiente propiedad. 


Sea a un número real, sin es par y a>0,ó n es impar entonces 


nja” =a 


a „(hasta agur clase Syel 


215/35 b) 3/73 [Desde aquí Clase 7] 
e) 3/53 8) y? 


[A] Propiedades de las 
raíces 


Clase 7. Radicales 2 


: X: Ejemplo 1.9. Calcule : [C] Y Ejemplo 1.9 
i a) /32 b) 3/108 c) 3/54 + 3/2 a y (25 min) 
: $ A * . a 
A d) (4/16 Y e) V3/49 f) V 3/7 : Cuando se calculan raí- Presentar los ejercicios 
: i ces inexactas se pue- planteados en el ejem- 
: Solución: : den simplificar como se a. 
+ a) Como VEDI es inexacta utilizaremos la descomposición de 32 en dos: hizo en 8vo grado. plo y permitir que los re- 
factores de tal manera que uno de ellos tenga raíz cuadrada exacta. i suelvan sin ver el LE 
v32 = y8x4 separar el producto y obtener la raíz de 4 f Nota que 
Z i /32 se puede expre- * . 4 
v8 x y4 Leona En la solución de los 
5 44x2 Xx 2  descomponer8 : Ya x /8 ejercicios se necesita 
=/24x/2x2 : luego t : . 
: - ener claridad en la sim- 
=2x2x /2 i Ya x V4 x y2 = /32 E e . 
7 plificación de radicales, 
=4y2 
puede ser que hayan es- 
: b) 3/108 descomponer 108 en factores primos. : tudiantes que no recuer- 
3/ =3/ : : 
1 ena b separando el producto : den ya que es contenido 
= V2 x 3/37 ; estudiado en octavo, por 
= 3/22 x3 ———=> aplicando la propiedad l lo que el docente debe 


=3 3/2 Ya" =a ; hacer una inducción en 
; este ejemplo, hacer pre- 
guntas orientadoras de 
tal manera que conlle- 
ven al estudiante a re- 
Hidat Lecan Casa ia |,| 97 solverlos además deben 
tener en cuenta las pro- 
piedades que se aplican 
en cada caso. 
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Clase 7 


(Continuación) 


M: ¿Qué propiedades 
se debe tener en cuenta 
en el inciso c)? 

RP: Se divide la cantidad 
sub radical y se copia la 
raíz. 


*Hacer preguntas simi- 
lares para obtener las 
propiedades de d) e) y f) 


Concluye con las pro- 
piedades de las raíces 


S Ejercicio 1.9 

(20 min) Soluciones 
3242 16242 
c)53/⁄4  d)23/9 
e) 2x f) 312/31 
g) Va hx/x 

i) a j)2 

k) x? y 1) 6xy x 
m) 43/x?2 n) 8/8 


ñ) 10x2 


El tiempo no es sufi- 
ciente para terminar los 
ejercicios por lo tanto se 
pueden asignar como 
tarea para trabajar en 
casa. Se pueden discutir 
algunos en la pizarra. 


Objetivo: [B] Escribir raíces en forma de una potencia. 


Evaluación: Ejercicio 1.9 


: Solución: 


Ed) (4/16) = (4/16) x (4/16) 
i =4/16x16 +. Ya x"/b = Y/axb 
= 4/16? = 4)? 


; e) y3/49 = 43/72? = §/72 > multiplicando los índices 3 x 2 = 6 


= 3/7 > dividiendo el índice 6 +2 


Del Ejemplo 1.9 se derivan las siguientes propiedades: 


a>0,b>0,m y n son números naturales. 


(1) Ya x Yb ="Yaxb (2) ap VE (68) Cya)” = Yam 
(a) "Ya = "Ya (5) "4a? = "yar 


<X Ejercicio 1.9. 
Aplique las propiedades: 


a) y8 b) 4/8 4/4 c) 3/500 
d) 4/72 e) 4/16x1 1/27 
8/8 h) y//x6 ) 32 
E Esa ) 30/12 
m) (3/8x)? n) VJET ñ) 5x /20x3 


68 | Unidad II + Lección 1 + Clase 7. Radicales 2 


78 Unidad II e Lección 1 e Clase 7. Radicales 2 


Ambas raíces tienen el 
mismo Índice. 


7a 


En f) la primera raíz es 
cuadrada y la segunda 
es cúbica por lo que 
aplicando la multiplica- 
ción de índices se tiene 


V3/x es igual Vx. 
x= "Ya - »/b entonces 
x= (Ya: bY 

= a/an + "b" 


x” = ab 


Por tanto 'yab =x 


Objetivo: [A] Definir una potencia con exponente racional. Unidad Il. Lección 1. 
Clase 8 


Evaluación: Ejercicio 1.10, Ejercicio 1.11 


Clase 8. Exponente racional 
[A] 


: Solución: 
: (ar)” = a”*™ aplicando potencia de una potencia. 


i Sin= 4 y m= 1 encuentre a”™ 


PS? 1 
En la expresión a7 la base es a y el exponente es 3.se puede expresar 


como: a? = 3/a. De aquí surge la siguiente propiedad: 


1 
dř = 


Si aes un número real, a>0 y nes un número enteron 22, En 


SX Ejercicio 1.10. Aplique la propiedad. 
a)4? b) 87 c) 167 
e) 1087 f) 4327 gx? 


r KOA Ejemplo 1.11. Aplique las propiedades de los exponentes para en- ! 
+ contrara a” ” si : 


: 23 E 
pame g n=2 


! Solución: 
: a) Sustituir m y nen a”” 
: 2x2 


6 3 
ann=q =a7 =a? 


3 3 
a? se puede expresar como ‚/q3 =a? 


: Al 8 le! -2 
ibjarr=a 3*7? =q ®© =q 7 a77 se puede expresar como: 


a5 = 4 aplicando la propiedad del exponente negativo a”! = 4 
as 


Definición 1.5 
Si a es un número real a > 0, m y n son números enteros sin factores 
1 


nam ` 


en común, n 2 2 entonces: ar= njam ó ar = 
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X Ejemplo 1.11 Definición 1.5 

(10 min) *Hacer notar al alumno que cuan- 
*Hacer preguntas similares que en do el exponente racional es nega- 
[A] Encontrar la forma de escribir el tivo se aplica de manera similar la 
radical cuando el exponente es ra- propiedad del exponente negativo. 


cional positivo o negativo. 


(Continúa en la siguiente página) 


[A] 


Q Ejemplo 1.10 

(10 min) 

M: ¿Qué propiedad apli- 
camos en el ejemplo? 
RP: Potencia de una 
potencia 

M: cuando n = + y 
m = 1 ¿Qué exponente 
resulta? 


„1 
RP: 3 


Concluye que a7 es 
una potencia con expo- 
nente racional y ésta se 
puede expresar como 
una raíz 3/a. 

Concluir en la propie- 
dad a” = Ya 

*Aclarar que esta pro- 
piedad es válida cuan- 
do la raíz esté definida. 


Oa 
& Ejercicio 1.10 
(10 min) Soluciones 
a)2 b)2  c)23/2 
d)3 e)33/4 f)24/27 


B) V/a h) Vay 


[B] Exponente racional 
con numerador dife- 
rente de 1. 
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Unidad Il. Lección 1. Objetivo: [A] Calcular potencias con exponentes racionales. 
Clase 8 


(Continuación) Evaluación: Ejercicio 1.12 


Clase 9 y 10 


(Continúa en la siguiente página) 


% 
S Ejercicio 1.11 
(15 min) Soluciones 
a) 4 b) 512 c) + S Ejercicio 1.11. Simplifique cada expresión 
j a) 8$ b) 64? c) 164 
d) 81 e)64 43 
1 9 J79 

giis hy ay? 

3125 8V8 Clase 9 y 10. Exponente racional y real 


j) 8 Vy k) 8x Vx a Ñ: Ejemplo 1.12. 
xy x 


5 
e) 16? g) 257? 


he la) k) (1612 y-+)* 


4/ : Simplificar las siguientes expresiones. 
y Ba (25) (2% 3 (5) 3 
ia) (2) (2%) ba cla?) 
[Hasta aquí Clase 8] Í Solución: — — 
-- _—  _ __ : Para simplificar las ex- 
[Desde aqui Clase 9] : a) Se aplica la propiedad de multiplicación de potencias de igual base. presiones es necesario 
: da A A E E : aplicar las leyes de los 
: (29) (2%) =2* 1=2=V2%=V2.2=V2 -Y2 : exponentes estudiados 
[A] A i en la clase 1. 


=2 VF =7⁄4 


(y Ejemplo 1.12 

(15 min) 

M: En el inciso a ¿qué 
tienen en común las po- 
tencias? 

RP: Tienen la misma base 
y diferente exponente 
M: ¿Qué propiedad se 
puede aplicar para sim- 


i 2 2 2 H 
+ b) (2)* (5)7 =(2x5)7 > multiplicación de potencias de igual exponente : 


= 10% = 3/10? = 3/100 


Ej PA 6 
3*** =3% =31=3 > potencia de una potencia 


plificar las potencia? A b) (53) 
RP: Multiplicación de a) 5/486 5/32 
potencias de igual base. j ayay 
zi y e) (xy)? NASENNE 
M: Al escribir con raíz "ERES 
Wg 2,2 4,6 3 Es 
la expresión resultante IST dic 
z . . 5h3) T 
¿cómo se puede simpli- i) 16x7 + /y* p EEP 


, (2571) 
ficar? 


RP: 25 se puede expre- 
sar como 2? x 22 y como 
la raíz es cúbica resulta- 
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Ga C) 
rá 23/4. & Ejercicio 1.12. (15 min) Soluciones 
*El docente puede hacer 
3 2 
preguntas similares para 2) 2/3 b) 5 c) 4/2 d) 65/2 e) VQ) 
los demás incisos, ya que a /7 4 
se resuelven aplicando f) n g) 25423 t? h) 5bc y 2bc i) ES j) 2ab/a 


propiedades conocidas. 
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Objetivo: [B] Aplicar las propiedades de los exponentes en 
potencias con exponentes racionales. 


Evaluación: Ejercicio 1.13 


Q: Ejemplo 1.13. Simplificar 
., 3 

t a) (24x 5)? +8x /5* 

: Solución: 


; a) (21 x 5)? +8x y5 


34x3 23,07 : : 
=2 "7x5? 2x5 Potencia de potencia. 


=26x5 +23x 57 8=2 


División de potencias de igual base 


De los ejemplos anteriores surgen las siguientes propiedades. 


Sean a, b, w y z números reales, a > 0, b > 0, entonces: 


(Dava=av+z (2) (ay = aw:= 


(4) a” + æ =aw-z y = 


(3) (ab)" = a" bw 


S Ejercicio 1.13. Simplificar 


a) (33x4)? +16x /3 
2 
o (4) st +7? 


e) Vy x Yy? + YVy 
g) b x Vb + 3/ Jb 


I a 
: 04 Ejemplo 1.14. Calcular a” si : 
i a) w=42 a=4 


i Solución: 


: a) a» = 4° 


Obtener JE en la calculadora: 


[C] 


Q! Ejemplo 1.14. (15 min) 

M: ¿Cómo se puede encontrar 
el resultado de 4? ? 

RP: No sé 


[c] 


En las propiedades ante- 
riores los exponentes w 
y z pueden ser cualquier 
número real. 
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*Pedir a los estudiantes que uti- 
lizando su calculadora encuen- 
tren la raíz cuadrada de dos. 


Clase 9 y 10 


(Continuación) 


[B] 


Q: Ejemplo 1.13 

(15 min) 

M: ¿Cómo se puede 
simplicar cada una de 
las expresiones dadas? 
*Hacer que el estu- 
diante se dé cuenta de 
que se pueden aplicar 
las propiedades de los 
exponentes al simplifi- 
car cada expresión. 
*consultar el LE en el 
caso de que el estudian- 
te no encuentre la estra- 
tegia de resolverlo o ten- 
ga otras ideas diferentes. 


Concluye en las propie- 
dades de los exponen- 
tes cuando estos son 
racionales. 


[Hasta aquí Clase 9] 
[Desde aquí Clase 10] 


O 
NA Ejercicio 1.13 
(20 min) Soluciones 


T 35) b) 27 
c) JT d) 10% 
ey AYZ 
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Clase 9 y 10 Objetivo: [C] Calcular potencias con exponentes reales. 


(Continuación) 
Evaluación: Ejercicio 1.14 


*Explicar a los estudian- 
tes que se formará la su- 
cesión de potencias con ¡y/2 = 1.414213562 > considerar la siguiente sucesión: 1, 1.4, 1.41, 
exponentes 1, 1.4, 1.41, : 1.414, 1.4142,1.41421, se tiene lo siguiente: 
1.414, 1.4142, 1.41421, pa 

: 414 = 6.964404506 
... y base 4, de manera : 


j Í 4141 = 7.06162397 3 es un número irracional ya que 
que como la raíz cuadra- : gaca 10080068 es un decimal infinito y no periódico. 
da de dos es un número : A TAO IREÓTES 
irracional es infinito y no į 4141421 =7,102958223 
periódicos por lo que en- i 41.414213 = 7.102987764 > los números de esta sucesión se aproximan 

A iia A : cada vez más a 47. 
tre más dígitos se utilicen iblw=13  a=3 
más aproximado será la m a 
: : Si se resuelve en la calculadora tenemos: 
potencia encontrada. Fo 31=3 


313 =4.171167511... 


*Presentar de la misma ; Pero se puede observar que 1.3 es un número racional ya que se puede 
: escribir de la forma: A 


manera la potencia del 
inciso b. 
Hacer notar la diferen- 


cia entre el inciso a y b Se puede notar que la respuesta es exactamente la misma. 
ya que en el inciso a) el 
exponente es un nume- & Ejercicio 1.14. 

. . Utilizando la calculadora resuelva las siguientes expresiones. 
ro irracional y en el b) es 
racional por lo que en el a) 5% 
b) se puede encontrar la 412 x 41 0) 15% 25% 


potencia exacta mien- 


e) 8% + 8” g) 27 
tras que en el a) no. 


% 
& Ejercicio 1.14 
(10 min) Soluciones 


a) 10.18800591 
b) 0.5635978831 
c) 37.48982341 
d) 6.704991854 
e) 5.523425404 
f) 8.824977827 
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Es 
> Cada uno de estos 
números representa 
una aproximación de 
Y2, entre más cifras 
se utilicen mejor será la 
aproximación. 


E 


* Toda expresión expo- 
nencial a* con a > 0 po- 
see un valor sin impor- 
tar si el exponente es 
racional o irracional. 


Objetivo: [A] Definir una función exponencial. Unidad Il. Lección 1. 


Clase 11 y 12 


Evaluación: Ejercicio 1.15 (Continúa en la siguiente página) 


[A] 


Q Ejemplo 1.15 


Clase 11 y 12. Definición de funciones exponenciales 


¡XD Ejemplo 1.15 : [A] (10 min) 

: W Ejemplo 1,15. i . 

i Complete la siguiente tabla, encontrando los valores para a* donde a = 2 : — Ø *Presentar el ejemplo en 
: : Puede usar calculadora. la pizarra 


: x 0.72 -1 0 1 Do ili Ey 

¿| Y= 2: : Encontrar las potencias 
de 2* cuando x recibe 
diferentes valores. 


* El docente debe hacer 
que el estudiante se dé 
cuenta de la relación que 
hay entre los datos de la 
tabla, para poder definir 
una función exponencial. 


: Solución: 


1 3 
2 | 1? 2 


y=2* 0.35355... 1 114142. 2 2.8284... 4 


xX sas 5 0 2... 


Recuerda que 2~ = 4 


25 y7 


: Para cada valor que se da a x, 2* tiene un valor único, por lo que a la: 
! relación y = 2* se le llama Función Exponencial. : 


Definición 1.6 
Función Exponencial 


Sia>0y as 1 una función exponencial y = f(x) tiene la forma f(x) = a”, 


el número a es una base, x es el exponente. 


Las funciones exponenciales pueden representarse mediante una gráfica. 


Gráfica de f(x) = 2*. 


*Pedir a los estudiantes que grafi- 
quen los puntos encontrados en la 
tabla en un plano cartesiano. 

Concluir que una función expo- 
nencial se puede representar de 
forma gráfica e inducir a que expli- 


En f(x) = 2* La base 
2 > 1 por lo tanto, la 
gráfica crece cuando x 
aumenta. 


ES 
fa) =x2, flx)=x*, no 
son funciones expo- 
nenciales, en las fun- 
ciones exponenciales 
la base es una constan- 
te y el exponente una 
variable. 


ES 
y = 2* también 
expresarse como f(x) 
= 2* y se puede seguir 
encontrando valores. 
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quen la forma que tiene la gráfica 
o la curva resultante. 

M: Como y aumenta cuando x au- 
menta entonces se le puede lla- 
mar a la gráfica creciente. 


M: ¿Qué pueden decir de 
los datos encontrados en 
la tabla? 

RP: Que van aumentando 
a medida que x aumenta. 

M: ¿Qué pueden decir de 
la expresión dada? 

RP: La base siempre es 2, 
solo cambia el exponente. 
M: Cuando x recibe valo- 
res negativos ¿Cómo es el 
valor de y? 

RP: Cada vez más pequeño 
M: ¿Y cuando son valores 
positivos? 

RP: A medida que aumen- 
ta x aumenta y. 

Se repiten los valores para 
y al dar los valores a x. 

RP: No 


Concluye que a la relación 
dada se le llama función 
exponencial. 

*Aclarar a los estudiantes 
que en una función ex- 
ponencial la base es una 
constante y la variable es- 
tará en el exponente. 


Definición 1.6. (10 min) 
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Clase 11 y 12 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


Q Ejemplo 1.16 

(25 min) 

*Pedir a los estudiantes 
que hagan la tabla de va- 
lores para la función dada 
y que luego la grafiquen 
en su cuaderno. 


*Hacer una comparación 
entre las dos gráficas. 

M: ¿Cuál es la diferencia 
entre la función exponen- 
cial dada y la anterior? 
RP: El exponente es posi- 
tivo en una y negativo en 
la otra 

M: ¿Qué se puede decir 
de los valores en la tabla 
de las dos funciones? 

RP: En la función y = 2™ su- 
cede al contrario que en la 
función y = 2* ya que cuan- 
do x aumenta y decrece, y 
cuando x disminuye y crece 
M: ¿Cómo es la gráfica de 
las funciones? 

RP: Una decrece en los x 
negativos y la otra decre- 
ce en lo x positivos. 

M: ¿De qué otra manera 
puede ser expresada 2™? 


RP: Como (3) 


M: ¿Cómo son las bases 
de las dos funciones? 

RP: Diferentes y el expo- 
nente igual 


Concluye que la forma de 


: Solución i 
i na x 
iy=2= ó flx)= (5) 


: Tabla de valores 


-3 


8 


Eny= Sy. la base O < + < 1 la gráfica de f(x) es decreciente, es decir, 


que entre más grande sean los valores que toma x, f(x) tiende a cero. 


De lo anterior se puede inferir. 


e 
La función exponencial fcon base a; f(x) = a* para todo número x 
en R, donde a > 0 y a + 1 se tiene: 


Gráfica de fpara a > 1 Gráfica de fpara O< a<1 


Creciente Decreciente 
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y 


Recordar la propiedad 
de la potencia 


er (1) 


E 
En una función a 
cial se excluye a = 1 ya 
que resultaría la función 
constante f(x) = 1* = 1 


*También se excluyen 
las bases negativas ya 
que hay valores que no 
están definidos en los 
números reales como, 
Fe) = (23% fx) = (23) 
especialmente cuando 
los exponentes son nú- 
meros racionales con 
denominador par. 


la gráfica dependerá si 
la base es mayor que 1 o 
está entre 0 y 1. 


*Aclarar que las bases son positivas ya 
que hay valores que no están defini- 
dos en los reales. 


*Pedir que observen el cuadro de las 
gráficas y concluir cuando una gráfica 
es creciente o decreciente. 


[Hasta aquí Clase 11] 
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Graficar y = 3* y graficar y = 3-* en el mismo plano cartesiano. 


: Solución: 


Tabla de valores 


0 


1 


-1 
1 
3 


3 gl 


S Ejercicio 1.15. 
Represente gráficamente las siguientes funciones 


a) f(x) = 6 
c) flx) = (1.5) 
e) f(x) =5= 
arw (4) 


La gráfica : 
fa) = (2) es la : 
reflexión de la gráfica : 


f(x) =3* 


con respecto al eje y. : 
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Clase 11 y 12 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


[Desde aquí Clase 12] 


[B] 


Y Ejemplo 1.17 

(20 min) 

*Pedir a los estudian- 
tes que grafiquen las 
funciones en un solo 
plano cartesiano. 

* Hacer que se den 
cuenta que ambas pa- 
san por el punto (0, 1). 
Y que la gráfica y = 3% es 
la reflexión de la gráfica 
y = 3* con respercto al 
eje y. 

M: ¿Qué tipo de gráfica 
esy=3* y y=3>"? 
RP: Creciente y decre- 
ciente respectivamente. 


& Ejercicio 1.15 

(25 min) 

*Permitir que presen- 
ten sus ideas en la pi- 
zarra y para facilitar la 
realización de las grá- 
ficas se puede trabajar 
con una lámina de pa- 
pel bon cuadriculada y 
forrada con papel tapiz 
para reutilizarla como 
pizarra móvil. 


Soluciones: (pag. 93) 
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Unidad ll. Lección 1. 


Clase 13 y 14 


Objetivo: 


exponencial. 


(Continúa en la siguiente página) 


[A] 


Q Ejemplo 1.18 

(20 min) 

*Dada las gráficas del 
Ejemplo 1.17 se deben 
analizar de tal manera 
que el estudiante en- 
cuentre las característi- 
cas de cada una de ellas. 


M: ¿Cuál es el dominio de 
ambas gráficas? 

RP: Los números reales 
*Recordar a los estudian- 
tes que el dominio son 
los valores que puede to- 
mar la función en x 

M: ¿Cuál es el Rango de 
ambas gráficas? 

RP: Son los reales positi- 
VOS 

*Concluir que el rango 
son los valores que toma 
la función en y. 

M: ¿Cuál es el intercepto 
en y? 

RP: Ambas gráficas tie- 
nen (0, 1) como intercep- 
to en y. 

*Concluir que las funcio- 
nes exponenciales de la 
forma y = a* tienen como 
intercepto (0, 1) 

M: ¿Cuál es el intercepto 
en x? 

RP: No tienen 

*Concluir que las funcio- 
nes exponenciales de la 
forma y = a* no tienen 
intercepto en x. 

M: ¿Las gráficas tienen 
asíntotas? 


Evaluación: Ejercicio 1.16 


[A] Establecer las características de una 


Clase 13 y 14. Características de las gráficas de las funciones exponenciales 


KOS Ejemplo 1.18. 


: Considerando las gráficas del Ejemplo 1.17. 
: Encontrar el dominio, intercepto, asíntota horizontal. 


: Solución: 


Fx) =3* 


Dominio de f(x): los números 
reales (-oo, +00) 


Rango f(x): R* ó (0, +00) 
Intercepto en el eje y: (0, 1) 


Intercepto en el eje x: no tiene 
intersección con el eje x. 


Asíntota horizontal y = 0, es 
decir, el eje x. 


fes una función creciente 


Dominio de f(x): los números : 
reales (-oo, +00) : 


Rango f(x): R+ ó (0, +00) 
Intercepto en el eje y: (0, 1) 


Intercepto en el eje x: no tiene | 
intersección con el eje x. : 


Asíntota horizontal y = 0, es; 
decir, el eje x. : 


fes una función decreciente 


Características de una función exponencial de la forma f(x) = a”. 


El dominio de f son los números reales. R ó (—co, +00). 


El rango de fson los números reales positivos: R* ó (0, +00), 


El intercepto en y es (0, 1), fno tiene intercepto en x. 


La función f será: creciente si a > 1 y decreciente si0<a<1. 


La asíntota horizontal es y = 0, es decir, el eje x. 
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RP: Sí la asíntota es horizontal y = 0. 
M: ¿Cuándo una función exponencial 
será creciente o decreciente? 

RP: Es creciente cuando la base es ma- 
yor que cero. Es decreciente cuando 


la base está entre 0 y 1. 
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¿Qué tienen en común las 


gráficas de f(x) = 3% y 


fo (5) 


SV) =3% y flx) = 37 son 


reflexivas con respecto a y. 


(1, 3) es un punto de 
Fix) =3* 


(-1, 3) es un punto de 


DAE 


La función f(x) = 3* y 
f(x) = 37* tienen el mismo 
dominio y el mismo rango, 
además ambas pasan por el 
punto (0, 1), tienen la mis- 
ma asíntota horizontal y = O. 
La diferencia es que una es 
creciente y la otra decre- 
ciente. 


función 


Si la variable en el exponente es nega- 
tivo es decreciente 


Escribir características de una fun- 
ción exponencial 


Objetivo: 
exponencial. 


Evaluación: Ejercicio 1.17 


«e Ejercicio 1.16. 


Determine las características de las funciones en el Ejercicio 1.15. 


=2%) y=35, 


YA 


[B] Determinar los desplazamientos en una función 


y=6%, y=(13)' 


Clase 13 y 14 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


Es 

Si la base a crece la grá- 
fica tiende a subir apro- 
ximándose más al eje 
y este es el caso de y = 
2%) y=3*%, y=6% 

En la gráfica de y = 1.3* 
el valor de y aumenta 
con lentitud cuando x 
crece. 


-1 


A Y Ejemplo 1.20. 


: Grafique en un mismo plano cartesiano cada inciso. 


b) y=2*, y=2*-3 ; — Ẹ 


ra)y=25, y=2**2 


Corrimiento 
horizontal de dos di 
unidades hacia (3, 8) 

la izquierda. 


: La gráfica de la función y = 2*+2 es 
: la de la función y = 2* desplazada 
: 2 unidades hacia la izquierda de 
f forma horizontal. 


: Es decir, por ejemplo, los puntos 
: (0, 1), (2, 4), (3, 8) de y = 2: serán 
¿ (2, 1), (0, 4), (1, 8) de y=2**2, 


La gráfica de la función y = 2-3 es; 
la de la función y = 2* desplazada 3 i 
unidades de forma vertical hacia el ! 
eje y negativo, ya que 3 es negativo. : 


Por ejemplo, los puntos (0, 1), (1, i 
2), (2, 4) de y = 2* serán (0, —2), (1, : 
-1), (2, 1) de y= 27-3. : 


* El desplazamiento 
horizontal de una 
función exponencial 
se da hacia la izquier- 
da si el valor que se 
le suma al exponente 
es positivo y hacia la 
derecha si este es ne- 
gativo. 


y=2-3 


Corrimiento 
vertical de tres 
unidades hacia el 
eje “y” negativo. 


El desplazamiento 
vertical de una fun- 
ción exponencial será 
hacia arriba si a la fun- 
ción se le suma una 
constante positiva y 
hacia abajo si la cons- 
tante es negativa. 
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M: Esto significa que cada punto que 
pasa por y = 2* será trasladado dos uni- 
dades hacia la izquierda. 

M: si (0, 1), (2, 4), (3, 8) son puntos de y = 
2* ¿Qué puntos pasan por y = 2* +2? 

RP: Como se corren dos unidades hacia la 
izquierda la coordenada que afecta es la 


de x por tanto (0-2, 1), (2-2, 4), (3-2, 
8) los puntos son: 

(-2, 1), (0, 4), (1, 8). 

*Hacer lo mismo en la gráfica del inciso 
b para que los estudiantes se den cuenta 
que el desplazamiento es vertical y que la 
coordenada afectada es y. 


O 

N Ejercicio 1.16 

(10 min) Soluciones 

Dominio, rango, asínto- 

tas, intercepto son las 

mismas para todas. 

a) Dom. (-oo, +00) 
Rang. (0, +00), int. y 
= 1, (0, 1), int. x = Y 
asint. Horizontal y = 0, 
función creciente. 

b) Función decreciente. 

c) Función creciente. 

d) Función creciente. 

e) Función decreciente 

f) Función decreciente 

g) Función creciente 


Q: Ejemplo 1.19 

(10 min) Analizar las grá- 
ficas con respecto a su 
forma y sus diferencias. 


[Hasta aquí Clase 13] 
[Desde aquí Clase 14] 


[B] 


Q Ejemplo 1.20 

(20 min) 

*Pedir a los estudiantes 
que hagan una tabla de 
valores y que grafiquen 
las funciones del inciso 
a y b en un mismo plano 
cada inciso. El propósito 
es que puedan entender 
e identificar el desplaza- 
miento paralelo. 

M: En el inciso a) ¿cuán- 
tas unidades se desplaza 
y = 2* a la izquierda? 

RP: Dos 
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Clase 13 y 14 
(Continuación) 
(Continúa en la siguiente página) 


Concluir que cuando la 
función tiene la forma y = 
a* +? se trata de un des- 
plazamiento horizontal y si 
tiene la forma y = a* + b el 
desplazamiento es vertical. 


Al ejemplo del inciso a) se le conoce como desplazamiento horizontal de una función y al ejemplo del 
inciso b) como desplazamiento vertical. 


Wes 
XX, Ejercicio 1.17 e 
(25 min) Soluciones Desplazamiento de la función exponencial. 


A 
al) 5 


* Desplazamiento horizontal. 
e f(x) =a**), donde a>0; az 1 y b es un número real. 
e Sib>0el desplazamiento es hacia la izquierda sobre el eje x. 
e Sib<0el desplazamiento es hacia la derecha sobre el eje x. 


* Desplazamiento vertical. 
e f(x) =a*+ b, donde a>0; az 1 y bes un número real. 
e Sib>0el desplazamiento es hacia arriba sobre el eje y. 
e Sib<0el desplazamiento es hacia abajo sobre el eje y. 


NOAA 


= =2 1 1 2 3 4 A 


-1 


& Ejercicio 1.17. 
a) A partir de la gráfica de la función f(x) = 2* grafique: 


a2) rA 


FARENE: a1) flx) = 21-2 a2) fi) =2%+ 3 
b) A partir de la gráfica de la función f(x) = 3* grafique: 
fl) = 12" b1) f(x) =3**5 b2) f(x) =3%+ 5 
TEE ES a 4 > c) A partir de la gráfica de la función f(x) = (2) grafique: 


1 


c1) f= (2 c2) flx)= (2Y -1 


b1 
) d) Dadas las siguientes gráficas de funciones determine la ecuación de la gráfica según su corrimiento. 
d.1) d.2) 
Fx) = B+P 
1) =3" 
6 -5 4-3 -2 -1 EEI 
1 
yA 

b2) ; 


FO)=3+5 


5 4 3 -2 -1 1 2 3 Ý 


c2) d1) y = 6*7? su corrimiento 3 unidades a la 


derecha de (0, 1) a (3, 1) 


d2) y = 6*- 3 su corrimiento 3 unidad hacia 
abajo de (0, 1) a (0, -2) 
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Objetivo: 


[A] Definir ecuaciones exponenciales. 


[B] Resolver ecuaciones exponenciales sencillas. 


Evaluación: Ejercicio 1.13 


Clase 15. Ecuaciones exponenciales 


Las ecuaciones que contienen términos de la forma a* donde a>0y az 1, 
se les conoce como Ecuaciones Exponenciales. 


: W Ejemplo 1.21. Resuelva 2* = 16 

: Solución: : 
: Para encontrar el valor de x se debe hacer uso de las propiedades de los : 
: exponentes. : 
i Se puede expresar 16 como potencia de base 2. 


! 16 = 24 por lo tanto, la ecuación quedaría 2* = 24. Como tiene la misma È 


De lo anterior se deduce lo siguiente: 
Si a* = a”, entonces x = y 


S Ejercicio 1.18. Encuentre el valor de x 
a) 4" = 64 b) 3x = 81 
d) 5*=3125 * e) 8x =-512 


c) 2x= 64 


: Q% Ejemplo 1.22. 92: =3x-6 

: Solución: 

| 92x se puede expresar como: (32)? 
92x =3x-6 

¡(32% = 37-6 
34x =3x-6 
4x =x-6 

x=-2 


Comprobar en la 
ecuación original: 


> Como las bases son 
iguales se igualan 
los exponentes 


ÓN 2 


En la ecuación exponen- 
cial la variable está en el 
exponente. 


Comprobar en la ecuación 
original la solución x = 4: 
2*=16 

24 = 16 > sustituir x por 4. 
16 =16 


Para resolver algunas 
ecuaciones exponenciales 
se aplica la ley de los expo- 
nentes de tal manera que 
se igualen las bases de am- 
bos miembros. 

* En e) ¿Se puede encon- 
trar un número que al mul- 
tiplicar la base 8 de -512? 


[B] 
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Unidad ll. Lección 1. 
Clase 13 y 14 


(Continuación) 


Clase 15 


(Continúa en la siguiente página) 


d3) y = (1y" su corri- 
miento 2 unidades 
a la izquierda de (0, 
1) a (-2, 1) 


d4) y = (2) + 2 su co- 
rrimiento 2 unida- 
des hacia arriba de 
(0, 1) a (0, 3) 


[Hasta aquí Clase 14] 
[Desde aquí Clase 15] 


[A] Ecuación exponencial 
(5 min) 

M: ¿Qué es una ecuación 
exponencial? 

RP: Es una ecuación que 
tiene términos exponen- 
ciales 

M: ¿Es 2x3+4x-6=0una 
ecuación exponencial. 

RP: No porque no tiene 
términos exponenciales 
es decir la variable no está 
como exponente. 


Q Ejemplo 1.21 

(10 min) 

M: en 2* = 16 ¿Qué valor 
debe tomar x para que la 
igualdad se cumpla? 

RP: 4 por que 2*4 es igual 
a16 

M: ¿Cómo queda expresa- 
da la ecuación si escribi- 
mos 16 como potencia? 
RP: 2*= 214 


los exponentes también son iguales [B] 


por lo tanto x = 4. 
*Concluir que si a* = aY entonces x = y 


S Ejercicio 1.18. (7 min) Soluciones 
a)3 b)4 c)j6 d)5 e)no se puede 


(7 Ejemplo 1.22. (10 min) 

M: en el ejemplo planteado ¿Cómo po- 
demos reescribirlo de tal manera que 
ambos miembros tengan la misma base? 
RP: Expresar 9 como 32. 


M: ¿Qué pueden observar 
en los dos miembros de la 
ecuación? 

RP: Tienen la misma base 
M: Se puede concluir que 
si las bases son iguales los 
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Unidad Il. Lección 1. 


Clase 15 


(Continuación) 


Clase 16 


Objetivo: 


[A] Resolver ecuaciones exponenciales convirtién- 


dolas a ecuaciones de segundo grado. 


Evaluación: Ejercicio 1.20 


(Continúa en la siguiente página) 


% O 
SX Ejercicio 1.19 
(13 min) Soluciones 


a)-3 b)4 95 d$ 
e) 2 -35 8)2 h)3 
a6 a 
i) j) -2 
[Desde aquí Clase 16] 


[A] 


Q Ejemplo 1.22 

(20 min) 

M: ¿La ecuación dada es 
una ecuación exponen- 
cial? ¿Por qué? 

RP: Sí porque la variable 
está en el exponente. 

M: ¿Hay alguna caracte- 
rística en común entre los 
términos? 

R: Se puede expresar 9 
como 32 

*Pedir a los estudiantes 
que reescriban la ecua- 
ción sustituyendo 9 por 
3? y hacer que noten que 
la ecuación tiene la forma 
de una ecuación cuadrá- 
tica. 

M: Se hace un cambio de 
variable y = 3" ¿Qué tipo 
de ecuación resulta? 

RP: Cuadrática. 


*Pedir a los estudiantes 
que resuelvan la ecua- 
ción cuadrática resultan- 
te y que sustituyan los 
valores, luego que com- 
prueben la solución. 


e Ejercicio 1.19. 


a)2:-3=8r+1 b) 35:-8 =9x+2 


f) 2-100x = (0.5)* -4 


y 1 3 
j) 352 7 58 


Clase 16. Ecuaciones exponenciales 2 


c)22+1=4 


g)67-+=62%+1 


d) 251-x=5* 


h) 27x-1=92:-3 


(reducción a ecuación de segundo grado) 


: XD: Ejemplo 1.22. 9%- 7(3*) = 18 
: Solución: 


' La ecuación tiene varios sumandos que se pueden expresar como : 


: potencias de la misma base. 


į variable 9*-—7(3*) = 18 
f (3) -7(3)-18=0... 9* = (3)? 
y?-7y-18=0 ... y=3* 
L-9) (%+2)=0 
y-9=0 ó y+2=0 


y=9 ó y=-2 


: 
! Como se sabe que y = 3* se tiene: 


2 


¿ Como 9* = (32}* = (3+)? la ecuación se transforma haciendo un cambio de : En la ecuación hay 


dos potencias de igual 
base, pero de diferente 
exponente y al hacer el 
cambio de variable se 
obtiene una ecuación 
cuadrática. 


3*=-2 no tiene solución en los números reales, ; 


ya que 3* siempre será positivo. 


SX Ejercicio 1.20. 
a) 4*—5(2:)+4=0 
c)52%+1-4(52:+1)-25=0 


e) 52: 2(5:) -15=0 


b) 32: + (3:)-2=0 


a (45)'+2(4)-3=0 
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M: ¿Se puede encontrar un valor para 
x que satisfaga 3* = —2? 

RP: No porque la base es positiva. 

M: Cómo y =9 ¿Es solución de la ecua- 
ción dada? 

RP: No, la solución es 2 ya que se debe 


sustituir 3Y=9 o 3*= 32 


ao 
S Ejercicio 1.20. (25 min) 
Soluciones 
a) C S (0, 2) 
d)CS{0} 


b)cs{0} 
e)CS{1} 


c) CS {1} 
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Objetivo: Aplicar los conocimientos adquiridos acerca de las 
funciones exponenciales. 


Evaluación: Ejercicios de la lección 


Ejercicios de la lección 


1) Aplique las propiedades de los exponentes Clase 1, 2,3 y 4 


a) (-8) (-8) bjos 


3,3 1518 
d) bc e) 2 


g) (30? d)? h) (1.3)5 + (1.3) 1) (2.4)? x (1.29? 
j) [(-3-6)2]}° k) 58 x 4) a 1) yw 
12-4 *n) ol psa 


m) 128 (2x4y=8)2 *o) (2.127 


2) Calcule las siguientes raíces. Clase 5, 6, y 7 
a) 1/81 b) /a3 c) yx d) 4/355 
e) yxty6 f) 3/8y6 g) 4/81x8y8 h) 3/27a3b9 


3) Aplique las propiedades de los exponentes para simplificar Clase 8, 9 y 10 


b)23x 27 c) [0.2+]* 


e) 295 


: f)5ix5* 
(3.9)= 


h) (a)? (b)? yA 


1 
x3 


y + 
k) 15% 234% 17% 
* m) (2x33) 3 +27? + 3/3 


*n) (a+-b3) (až+ażbž+ b$) 
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Unidad ll. Lección 1. 
Ejercicios de la lección 


Soluciones: 

1) 

a) (-8)* b) x7 

I(3) d) e} 

e) 5xy? f) ax! 

g) 81c3d4 h) (1.3) 

i) (2.88)3  j) (23.6) 

k) 511 ) z5 
4 

n) a o) 221 

2) 

a) 16 b) 8 

c) x? d) 3y 

e) x? y3 f) 2y? 

g) 3x2 y? h) 3ab3 

3) 

a) 1025 b) 4 

c) v72 d) 7 

e) Ys) f) 4/57 


g) aYa? 
IES 


h) Vab 


j) 2.66514413 


k) 25 


1) 29.09060428 


na-=b 
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Ejercicios de la lección 
(Continuación) 


Soluciones: 
4) a) 


4) Grafique las siguientes funciones y determine sus características Clase 11, 12, 13 y 14 
a) y=4% b) y= (5) 


av= (3) as- (3) 


5) A partir de las gráficas del ejercicio 4) encuentre. 


a) y=4**? b) y=4%+ 3 


ar (By av= ($) 


CIA n y= ($) =s 


Dom. (-oo, +00); Rang. (0, +00); 
int. y = 1, (0, 1); int. x = Ø 
asint. Horizontal y = 0, 


función creciente. 6) Resuelva las siguientes ecuaciones. Clase 15 y 16 


a) 7%=49 b) 2*=16 
c) 317% = 94x d) 9% =27 
e) 3% +3(3)-4=0 f) 2%-2"-12=0 


g) 4* = 2* (8*+1) h) (5)%? =22 


2: 
Geg 


Dom. (-oo, +00); Rang. (0, +00) 
int. y = 1, (0, 1), int. x = Ø 
asint. Horizontal y = 0, 
función decreciente. 
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5-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5% 
-1 


Dom. (-oo, +00); Rang. (0, +00); int. y = 1, (0, 1); int. x= Ø 
asint. Horizontal y = 0, función creciente. 


Dom. (-oo, +00); Rang. (0, +00) 
int. y = 1, (0, 1), int. x = Ø 
asint. Horizontal y = 0, 


Incisos 5) y 6), solución en la página 93 y 94 


función decreciente. Saa a 12337 
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Solución Ejercicio 1.15. 


a) 


> 
3 y a 
—1 
e) 
yA 
(21,5) 
Ja) +5 
> 
5x AS E 1 1 
-1 -1| 
-= -5 E 2 A 1 2 3 4 5 e 
-1 


Solucionario Lección 1 - Ejercicios de la Lección 


5) A partir de las gráficas del ejercicio 4) encuentre. 


-1 


yA 


fix) = (1.5) 


-6 -5 -4 -3 -2 -1 
-1 


Unidad II e Lección 1 + Ejercicios de la lección 93 


6) 


94 
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b) CS: (4) 


e) CS: (0) 


h) CS:(1) 


e) Cs: (35) 


f) CS: {2} 


c (-8) 


Objetivo: [A] Comprender los logaritmos. 
Convertir de la forma logarítmica a la forma 


exponencial y viceversa. 


Unidad Il. Lección 2. 
Clase 1 


(Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: [A] Ejercicio 2.1 y 2.2 


Lección 2. Funciones logarítmicas 
Clase 1. Logaritmos 


En la ecuación x = 37 ¿qué significa y? 


y es el exponente al cual hay que elevar la base 3 para obtener x. 


: Q: Ejemplo 2.1. ¿Cuánto vale y en las siguientes ecuaciones? 


ia) 9=3» 


b) 81=3» =3» 


1 
c) 37 


: Solución: 
+ a) 9 = 3? entonces y = 2 porque 3? = 9 


: b) 81 = 3» entonces y = 4 porque 31 = 81 


: c) L = 3» entonces y = —3 porque 3-3 = 


: o Ejemplo 2.2. Escriba en forma logarítmica las siguientes expresiones | 


u 


La ecuación x = 3» nos dice que “y es el exponente de la base 3 que 
produce x”. 

En casos como este se usa la palabra logaritmo en lugar de exponente. 
En la ecuación x = ay decimos que “y es el logaritmo de la base a que 


produce x”. Esta descripción se escribe como | y = logaritmo,x | y se 


abrevia y = log ax. 


( y=lo0g,x equivale a ay = x 


x se llama el argumento del logaritmo de la base a. 


+ dadas en forma exponencial. 


i Eog Ejemplo 2.3. Calcule el valor de y en las siguientes expresiones loga- £ 
+ rítmicas. 
ia) y= log,64 


$ c) y =log,2 


¿Qué valores de y hacen que 1» =2? 


f No existen valores de y para las cuales 1» = 2; de esto se concluye que la 


¡ base de un logaritmo tiene que ser distinta de 1. 


2 


Un logaritmo es un ex- 


ponente 


Forma 
logarítmica 


Forma 
exponencial 


y = logax 


ay=x 


Exponente Argumento 


ay=x 


y = log,x 


Base 
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e Pensar en el signifi- 
cado de y en la ex- 
presión x = 3. [A] 
*Concluir que y es 
el exponente al que 
hay que elevar la 
base 3 para obtener 
x. (5 min) 


Q Ejemplo 2.1. 

* Hacer que se den 
cuenta que el valor 
de y en la expresión 
9 = 3 es 2 porque 
32=9,. 

* Hacer el análisis de 
los demás incisos de 
la misma forma que 
el anterior. 

* Concluir que un loga- 
ritmo es un exponen- 
të; 

* Hacer énfasis en que 
y = logąx equivale a 
ay =x. 

(8 min) 


Q: Ejemplos 2.2. y 2.3 

* En el Ejemplo 2.3 
concluir que lo que 
se está buscando es 
escribir las potencias 
con la misma base. 

* Concluir que la base 
de un logaritmo debe 
ser positiva y distinta 
de 1. 

* Definir un logaritmo. 
(13 min) 
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Clase 1 


(Continuación) 


% 
S Ejercicio 2.1 
(10 min) Solución 


d) y =log_,x ¿Para qué valores no está definida (-2)»? 

(-2)" no está definida en el conjunto de los números reales cuando se 
calcula la raíz cuadrada de —2 (o cualquier raíz de Índice par). De esta se 
concluye que la base de un logaritmo debe ser mayor que cero. 

De los incisos c) y d) concluimos que en la expresión y = log, x la base a 
debe ser mayor que cero y distinta de 1. 


Definición 
Para todos los números reales a donde a > 0 y a £ 1 y el número real 
positivo x: y= logąx significa a? =x 


Forma Forma 
exponencial] logarítmica 
72=49 log, 49 = 2 

2P__8 8 
(5) = 125 (1082125 =3 
3*=81 log381=4 

1Pp_ 1 rz 
(2) = 32 loga) 37 =5 
5=qg 1 log, 5=-1 
47=5 loga + =-4 

-ï 
97 = 2 l08 9 4 = -4 
a =6 log, 6=5 
27 =128 log, 128 =7 


1_ 
sr |!Ep 81 =4 


Q: Ejemplo 2.4 

* Concluir con las pro- 
piedades: 
loga 1=0 y log, a = 1 
(5 min) 


$ Ejercicio 2.2 
(4 min) Solución 
a)4Y=4, yE 
b) 5% y=0, 
c)7»=1, y=0, 
d)70»=70, y=1, 


lI 
HPY 


eo =c, 
fw = 1, 


y=1, 
y=0 


En la ecuación exponencial y = a* se concluyó que la base a debe ser mayor 
que cero y distinta de 1. Como y = log x es equivalente a a» = x se dice que 
la base a del logaritmo tiene que ser mayor que cero y distinta de 1. 

En este sentido, el argumento x debe ser mayor que cero. 


S Ejercicio 2.1. Escriba en forma logarítmica o en forma exponencial 
según el caso. 


Forma exponencial 
72=49 


(5) -s 


Forma logarítmica 


log381=4 


l081 37 =5 


br teal 
089 3 5772 


log,128 =7 


a) log41=y . a a=1 
y=0 
Se concluye que log,,1=0 


SK Ejercicio 2.2. Calcule el valor de y en las siguientes expresiones loga- 
rítmicas. 

a) log44 =y 
d) log 7070 = y 


b) log;1 =y c) log, 1 = y 


e) log.c =y f) log 1 =y 
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La base de un logarit- 
mo es un número real 
positivo distinto de 1. 


El argumento de un lo- 
garitmo es mayor que 


o p 


Base Argumento 


loga x 


Base a:a>0,ax1 
Argumento x: x > 0 


log, 1=0 


log, a=1 


Objetivo: [B] Calcular el valor de los logaritmos. Unidad Il. Lección 2. 
Encontrar el valor desconocido en las expresiones Clase 2 
logarítmicas. (Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: [B] Ejercicio 2.3 y 2.4 


Q Ejemplo 2.5. 
*Concluir que el lo- 
garitmo se iguala a y, 


: Ejemplo 2.5. Calcule el valor de: : luego se pasa a la for- 
¡ a) log28 : ma exponencial y por 


Clase 2. Cálculo de logaritmos 


y = log28 se iguala a y sias z 
2» = ..... escrito el logaritmo en forma exponencial : último se aplica la pro- 
expresando 8 en base 2 : Si a” = a” entonces piedad an = a” para 
como las bases son iguales los exponentes también lo son. : m=n. 
encontrar el valor del 
+ b) log232 . 
dea logaritmo. 
F *Recordarle al estu- 
2=25 i diante que si las po- 
y=5 ; ; tencias son iguales y 
: : ; tienen la misma base 
: A- : 
ol 4 ; entonces los exponen- 
logs 77 =Y DS : tes son iguales. 
(15 min) 


AD o o 

N, Ejercicio 2.3 

X Ejercicio 2.3. Calcule el valor de los siguientes logaritmos (10 min) Solución 

a) log, 64 b) log , 32 c) logs 125 $ 

d) log, 25 e) lo87 45 f) logs 36 a) 2Y= 64, y= 6 
g) po h) log, 81 i) log 15 4 b) a J y A - 32, j _ ZE 
c)5Y=125, y=3 


d) (5) =25, y=-2 


e=. y=-2 


: b)2=1log, 16 


a?=16 expresando en forma exponencial Si am =e Br entonces 
ast. f)6"=36, y=2 
1 y 
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1V 
h) (3 =81, y=-4 


Q Ejemplo 2.6. 

*Enfatizar que convierte de la forma logarítmica a 
la exponencial y se aplican las propiedades de los 
exponentes (a” = a” y a” = b™). (10 min) 
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Unidad Il. Lección 2. 
Clase 2 


(Continuación) 


Clase 3 


(Continúa en la siguiente página) 
% 
S Ejercicio 2.4. 


(10 min) Solución 


a) 3? = 55357 y=-5 


e)2'=128, y=7 


f)8?=x, x=64 
> 
TS 
Ls _ 1 
h) 553 =x, x=-725 


i)a2= 16, a=4 


[Hasta aquí Clase 2] 
[Desde aquí Clase 3] 


e Deducir las propie- 
dades de los logarit- 
mos. 

*Llenar la tabla con 
los valores que hacen 
falta para y. 
*Deducir que la ex- 
presión general que 
satisface a x es 2”, 
*Utilizando los datos 
de la tabla, deducir 
en forma general las 
propiedades de los lo- 
garitmos: 


a) log, MN = log, M + log, N 
b) loga M = logaM - log¿N 


c) log, x” = n log, x 


(20 min) 


Objetivo: [C] Deducir las propiedades de los logaritmos 


mediante tablas. 


Aplicar las propiedades de los logaritmos para reducir 


una expresión logarítmica a un solo logaritmo. 


Evaluación: [C] Ejercicio 2.5 


& Ejercicio 2.4. Encuentre el valor que hace falta en las siguientes ex- 
presiones logarítmicas. 


a) y =1083 343 b) 3 = loga 27 c) 3 =log; x 
d) -5 = log, 3 e) y = log, 128 f) 2 = loga x 
8) y = log, 64 h) -3 = logs x i) 2 = loga 16 


Clase 3. Propiedades de los logaritmos 


Llene la tabla con los valores de y que hacen falta. 


xX 1 2 4 8 16 32 64 


y 1 4 6 


¿Cómo se relaciona x con y? 
2" = x ya que 20= 1; 21=2; 22=4, 23=8,... 
Si 2? = x entonces log, x = y 


Utilizando los datos de la tabla deduzcamos algunas propiedades de los 
logaritmos. 
a) log, (8 x 4) = log 32 multiplica 8 x 4 = 32 
=5 n log,32=5 
=3+2 2... 5=3+2 
3 = log: 8; 2 = log, 4 


| log, (8 x 4) = log, 8 + log a log, MN = log, M + log, No) 


b) log, 32 dividiendo 32 +4 = 8 
a. log,8=3 
ade 5D =2 
= log; 32- log; 4...... 5=l0g>,32;2=1l0g , 4 


| log» 32 =log2 32-04 ) >| loga M =log, M-log, y 
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Sia>0,ryseR 


entonces: 


a) a”*5= aras 


64 


128 


256 


512 
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Clase 3 


(Continuación) 


7% Ejemplo 2.7 
*Hacer que identifiquen 
c) log; 43 = log z 64 a ea la propiedad a aplicar 
e SERAS en cada expresión. 
=3xl0gz4 ..... 2=l0824 “Reducir las expresio- 
nes a un solo logaritmo. 


(15 min) 


log , 43 =3 log , 4 > log x”=nl0g ¿x 


Propiedades de los logaritmos 
Sí M y N son números reales positivos se da que: 
i) loga col loga M + log, N 


O r PE 
ii) log, M = log, M- log N N, Ejercicio 2.5 
iii) log, M€ =c log, M .... ces un número real (10 min) Solución: 
Es 100 
: g: Ejemplo 2.7. Aplique las propiedades de los logaritmos para reducir; Aplicando las propieda- a) logs 55 25 = log; 4 
: a un solo logaritmo las siguientes expresiones. : des de los logaritmos 
f a) log, 10 + log4 5 : una EXpresiOn:c9n das b) logs (21 + 10) = logs 210 
: — log410+log4 5 = log, 10(5) propiedad i) : i logaritmos se E 3 
=llós50 : e expresar con un solo 2_ 5 
r j : logaritmo. c) log3 (64) 5= log34 V 4 
: b) log; 24 — log; 8 : 1 
! log 24- log; 8 = logs m propiedad ii) i d) log3 (64) 2 
= log; 3 : | 1 
— log; (125)3 + log; 10 
: 1 { : 
:c) 3 log,8+ 5 log, 16 : 
' + log, 8+ + log, 16 = log, 87 + log» 16 propiedad iii) E logs 647 (10) 
= log, 2 + log) 4 5$ 
= log) 2(4) E ... propiedad i) 3 
= log, 8 
= log; 16 
3 


i d) 3l0g10 5 + 2log 10 3 — 4l08 10 2 
3l08 10 5 + 2108 10 3 — 4l0810 2 = 10810 5° + log 10 3% — log 10 24 


r 1 1 
= log10 125 + log 10 9 — log 10 16 : T 3 
= log 10 125(9) — log 1 16 : e) logs (49) logs (8) 


+ logs 113 

x Ejercicio 2.5. Escriba como un solo logaritmo | a 5 (1) 
=|l0 

a) logs 100— logs 25 b) logs 21 + logs 10 8 5 

c) Logs 64 d) Logs 64- + log3125 + logs 10 an 

e) Logs 49 - Flogs 8 + 13logs 1 f) log 10 5 + 2l0g 10 5 + 3l0g 10 5 — 6log 10 5 = logs 7 


f) log10 5 + lo810 (5)? 
+ log10 53— l0g10 56 
lo810 (5 : 52 ü 53 F 56) 


logio 1 
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Unidad Il. Lección 2. Objetivo: [D] Calcular el valor de logaritmos comunes y 
Clase 4 naturales usando calculadora. 
Contee seenen ti] [E] Calcular logaritmos usando el cambio de base. 


Evaluación: [D] y [E] Ejercicio 2.6 y 2.7 


e Conocer los logarit- 
mos comunes y los 
logaritmos natura- 
les. 

*Llamar a los logarit- 
mos de base 10 loga- 
ritmos comunes y a 
los de base e logarit- 
mos naturales. [D] 
*Enfatizar en sus es- 
crituras. 

(5 min) 


e Encontrar el valor de 
los logaritmos comu- 
nes y los logaritmos 
naturales. 


Y Ejemplo 2.8. 

* Hacer uso de la cal- 
culadora. 

* Comprobar los va- 
lores encontrados 
usando la tecla 
de la calculadora. 

(7 min) 


A Ejercicio 2.6. 
(8 min) Solución 
a) 2.6989... 

b) 4.8903... 

c) 3. 2342... 

d) 7.4471... 

e) 3.9889... 

f) 1.8633... 

g) 4.3567... 

h) 2.5105... 


Clase 4. Logaritmos comunes y logaritmos naturales 


De la definición de logaritmo (si y = log , x entonces a” = x) se sabe que la 
base debe ser un número real positivo distinto de 1. 


En matemática dos de las bases más frecuentes son: a = 10 y 
a = 2.718281828459... = e 


Los logaritmos con base a = 10 se llaman logaritmos comunes y logaritmos 
con base a = e se llaman logaritmos naturales. 


El logaritmo natural de x se abrevia como In.x y se sobre entiende que 
corresponde al logaritmo en la base e de x; In x = In,.x. 


El logaritmo común de x se abrevia como log x y se sobre entiende que 
corresponde al logaritmo en la base 10 de x; log x = log 10 x. 


: Q: Ejemplo 2.8. Encuentre el valor de los siguientes logaritmos utilizan- | 
: do calculadora. : 


: a) log 10 845 


Escriba 845 en la calculadora y luego presione la tecla para : 
obtener 2.92685670... i 


log 10 845 = 2.92685670... 


f b) In 215 i 
Escriba 215 en la calculadora y luego presione la tecla para : 
obtener 5.3706380... i 


In 215 = 5.3706380... 


& Ejercicio 2.6. Encuentre el valor de los siguientes logaritmos y verifi- 


que su respuesta utilizando la tecla en la calculadora. 
a) log 10 500 b) In 133 c) log10 1715 
d) In 1715 e) In54 f) log 10 73 


g) In 78 h) log 10 324 
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In.x= In x 


log 10 x = log x 


2 


log 10 845 = 2.92685670... 
compruebe que 
10 2.92685670... = 845 


Como 
In 215 = 5.3706380... 


compruebe que 
e5-3706380 =215 


Clase 4 


(Continuación) 


e Deducir el cambio 
de base en los loga- 
ritmos. [E] 

M: ¿Será posible ex- 


Cambio de base en los logaritmos 


En la expresión y = log, x se sabe que “y es el exponente al que hay que 


elevar la base a para obtener x”, en otras palabras “y es el logaritmo en la presar un loga ritmo 

base a de x”. r R 
de base a en término 

¿Será posible expresar un logaritmo de base a en términos de un logaritmo de otro loga ritmo de 


de base b? 


otra base? 
* Aplicando el loga- 


Si y = log a x entonces a?” = x 


ARE A logaritmo de base b en ambos lados de a” = x se obtiene ritmo de base b a 
log , a” =lo0g , x...... aplicando logaritmo de base b a ambos lados am bos lados de la 
ylog,a =log,x..... propiedad iii) de logaritmos expresión ay = x con- 
y= n despejando para y cluir que 
loga x = e sustituyendo y = log , x log, x= de - , 
b 


log, x 


A la expresión log,x = 
p Bax = Jogya 


base de un logaritmo. 


*Llamar a esta fórmu- 


; la “cambio de base 


: Y Ejemplo 2.9. Encuentre el valor de log , 25 aplicando el cambio de base. : de un loga ritmo”. 
: Se puede hacer el cálculo aplicando el cambio de base a base 10 ó base e : 


se le llama fórmula del cambio 0 


E 5 min) 
_log1025 _ 1.397940... _ M ( 
a) Tomando la base 10 log; 25 = lo810 2 ` 0.301029.. = 4.643856... ; Utilizando la tecla a 
e aE 331e : en la calculadora verifi- i 
Oge A a f 4.643856... = AN: 
b) Tomando la base e log, 25 = = HEEE = 4.643856... : car que 2 =25y q . 
log.2 0.693147... i concluir que el valor de Ejemplo 2.9 
5 lög z 25 €5.4.643856... *Verificar los valores 
SX Ejercicio 2.7. Utilice la fórmula del cambio de base para encontrar el 
valor de los siguientes logaritmos. encontrados usando la 


tecla de la calcula- 
dora. (10 min) 


a) log3 45 b) log, 28 c) log 4 98 
d) log 5 86 e) log 10 305 f) In9 


g) In 37 h) log 10 500 


S Ejercicio 2.7. 
(10 min) Solución 
a) 3.4649... 
b) 4.8073... 
c) 3.3073... 
d) 2.7676... 
e) 2.4842... 
f) 2. 1972... 
g) 3. 6109... 
h) 2.6989... 
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i iÓ Objetivo: [F] Definir una función logarítmica y conocer sus 
Unidad Il. Lección 2. j | g y 
Clase 5 y 6 propiedades. 
(Continúa en la siguiente página) [G] Conocer la relación entre la función logarítmica 
y la función exponencial. 


Evaluación: [G] Ejercicio 2.9 y 2.11 


e Definir la función lo- 
garítmica. [F] 
*Recordar que la 


definición de logarit- l TRER i 
. El logaritmo y = log „ x está definido cuando la base a es un número real 
mo dice que la base positivo distinto de 1. Este logaritmo define la función f(x) = log a x ya que 


debe ser un número para cada valor de x existe uno y solo un valor de y. 


Clase 5 y 6. Función logarítmica 


positivo distinto de Definición 
La función logarítmica con la base a, a > 0 y a % 1 se define por 
1. Con base a esta y =108 , x sí y sólo sí x = a”. 
definición de logarit- f 
mo defi nir la fu nción Í X: Ejemplo 2.10. Grafique las siguientes funciones logarítmicas. : P 
z . : a) y =log>x b) y =log,x : Es más práctico darle 
A : 2 l ) bte- 
a Como y = log 2 x entonces 2” = x. Como y = log, x entonces : Pee AnS 
min EN (4 A E : di 
: De esta última se calculan los Dé Po última se calculan los : 
Ss : valores de la tabla. valores de la tabla. : 
Xy) Ejemplo 2.10 a a 1 
e Graficar las funcio- 3 y o 
nes logarítmicas 
y = log, x; 
y=lo0g, x 
2 
* En la tabla hacer ver 
que es más conve- 
niente darle valores a 


y para encontrar x. 


De las gráficas de las dos funciones concluimos: Se sabe que log, 1=0 
* Deducir el dominio, a) y =log,x b) y = log; x ya que a0 = 1, por lo 
. . El dominio es el conjunto de 1. El dominio es el conjunto de tanto, el punto (1, 0) es 
rango, interce ptos en los R+ los R+ intercepto en x. 
xX y en y, y los interva- . El rango es el conjunto de 2. El rango es el conjunto de Se sabe que log, a = 1 
los R los R ya que a! = a, de esto 
los de crecimiento. . El intercepto en el eje x es 3. El intercepto en el eje x es se concluye que el pun- 
* C | n | ‘fi (1, 0) (1, 0) to (a, 1) pertenece a la 
oncluir que a gra ca . No hay intercepto en y. 4. No hay intercepto en y. gráfica. 
es creciente en todo x= Des una asíntota vertical x=0esuna asíntota vertical 
Lo . La gráfica es creciente en 5. La gráfica es decreciente 
su dominio cuando todo su dominio ya que en todo su dominio ya que 


a>1. 0O<a<1. 


a> 1 y es decreciente 
cuando0O<a<1. Unidad I + Lección 2 « Clase 5 y 6. Función logarítmica 

* Deducir que el punto 
(1, 0) es el intercepto 
en x y que el punto 
(a, 1) donde a es la 
base pertenece a la 
gráfica. 

(25 min) 
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Clase 5 y 6 


(Continuación) 


7 Ejemplo 2.11. [G] 

* Graficar en un mismo 
plano la función ex- 

Eog Ejemplo 2.11. Grafique en el mismo plano la función exponencial [G] ponencial y= = y la 

y =2* y la función logarítmica y = log , x. ¿Qué observa? función logarítmica 
y =l0g> x. 

* Concluir que los pares 
ordenados cambian sus 
coordenadas, es decir, 
si (x, y) pertenece a la 
gráfica de la función 
exponencial entonces 
(y, x) pertenece a la fun- 

corresponde a y = 2* entonces (4, -2) corresponde a y = log x. Es ción logarítmica. 


En forma general si (x, y) pertenece a la función exponencial y = 2* Si en el par ordenado * Trazar la recta y =x, que 
entonces (y, x) pertenece a la función logarítmica y = log, x. (x, y) se intercambian A 

las coordenadas se ob- se den cuenta que SI se 
Al trazar la recta y = x se observa que los puntos correspondientes están tiene (y, x). Estos pares dobla por esa recta la 
a la misma distancia de esta recta, por ejemplo, la distancia del punto ordenados son inversos JAS ES 
(2, 4) de y=2* a la recta y =x es la misma que la distancia del punto (4, 2) y son simétricos res- gráfica de una función 
de y= logsz a la fecta yEy, pecto a la recta y = x. es el reflejo de la gráfica 
Si doblamos el plano cartesiano por la recta y = x vemos que la función 
logarítmica y = log, x es el reflejo de la función exponencial y = 2*, es de la otra función. 
decir, que estas funciones son simétricas respecto a la recta y = x. * Concluir que las gráfi- 


vA 


Iys k 7 x |y=logx 


3 


2 


Los pares ordenados intercambian sus coordenadas, es decir, si (-2 1) 


& Ejercicio 2.8. Grafique en el mismo plano y = (47 y y= log, X: cas son simétricas res- 
Saque conclusiones. pecto a la recta y=x, 
es decir, que los puntos 
correspondientes es- 
tán a la misma distan- 
E cia de esta recta. 


: (15 min) 


y=logax 


ZO 
SX Ejercicio 2.9. Grafique las siguientes funciones logarítmicas y deter- N, Ejercicio 2.8. 
mine su dominio, rango, interceptos e intervalos de crecimiento y decre- *g lusi 
cimiento. acar conclusiones so 


bre los interceptos, las 
asíntotas, los intervalos 
de crecimiento y decreci- 
miento. (5 min) Solución 


a) y = log 3 x b) y =lo0g , x c) y=log , x d) y = log 10 x 
ti w 
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% ©) 
SY Ejercicio 2.9. (10 min) Solución 
véase la página 108. 
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Clase 5 y 6 


(Continuación) 


Q Ejemplo 2.12. 
* Al graficar las dos 


funciones darse 

cuenta que la gráfica i Q: Ejemplo 2.12. Grafique la función y = log, (x + 3) y compárela con la i 

de y = log, (x + 3) tie- i gráfica de y = log , x. : 

ne un desplazamien- Í Como y = log (x + 3) entonces 2” = x +3 

to de 3 unidades a ; AR 

la izquierda en rela- i f yE log2(x +3) i E ES 
a de : ! e : 3 en la función 

ción a la gráfica de ; ¡y = log, (x + 3) signi- 
= : i : fica que su gráfica se 

y log) i : , > : corre 3 unidades a la iz- 

* Concluir con los des- : i ú a quierda de la gráfica de 
plazamientos a la ; | ie AIRE 


izquierda o a la dere- 
cha de una función 
logarítmica. El argumento (x + 3) debe ser mayor que cero por lo que x + 3 >0;x>-3. De 
* Concluir sobre el ar- esto se sabe que x solo puede tomar valores mayores que —-3. El dominio 
gumento. 
* Concluir sobre el do- 


de la función es ] -3, +2 [. 
x=-3 es una asíntota vertical de la función y = log, (x + 3) 


E En la función logarítmica y = log 4 (x + b) la gráfica de y = log 4x se traslada 
MINIO. b unidades a la izquierda o a la derecha dependiendo si b>0ób<0 
: respectivamente. El dominio son los valores x > —b ya que x + b > 0. 
* Concluir sobre la 3 Gi 


Ñ La asíntota vertical es x =—b ya quex+b=0. 
asíntota vertical. 


(7 min) S Ejercicio 2.10. Grafique las siguientes funciones logarítmicas. En- 
cuentre su dominio, rango y asíntota vertical. 
a) y = log; (x + 1) b) y= log; (x-2) 
c) y = log, (x-5) d) y = log; (x + 5) 


RS 
X Ejercicio 2.10. 
(10 min) Solución 


El +3 en la función y = log, x + 3 : 

significa que la gráfica se desplaza i y =log2x+3 
3 unidades hacia arriba en relación : es equivalente a 
a la gráfica de la función y = log2 x | y=3 + log, x 


y = log, (+1) 
xH+ii>0x>-1 
Dominio: (-1, +00) 
Asíntotax=-—1 


b) 
y. i 
H 
=2 =1 1 i 4-5 6. 7 El id 
Atom Y € 
a 27198: 2) Y Ejemplo 2.13. 
x=2>0;x>2 A A A á A i 
E Dominio: (2, +00) * Concluir con los desplazamientos hacia arriba y hacia abajo de una 
= Asintota x=2 .., ” A 
función logarítmica. 
Incisos c) y d) ver solu- (5 min) 


ción en página 108 
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Objetivo: [H] Definir una ecuación logarítmica. Unidad ll. Lección 2. 
Resolver ecuaciones logarítmicas. Clase 5 y 6 


(Continuación) 


Clase 7 y 8 


(Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: [H] Ejercicio 2.14, 2.15 y 2.16 


Ga 
N Ejercicio 2.11 
(8 min) Soluciones 
véase la página 109 


S Ejercicio 2.11. Grafique las siguientes funciones logarítmicas. En- 
cuentre su dominio, rango y asíntota vertical. 


a) y=log2x-4 b) y =l0g3x +2 E 
de lees dj y=tislogey [Hasta aquí Clase 5 y 6] 


e) y= log: (1-3) +4 f) y = log, (1+1)-2 [Desde aquí Clase 7 y 8] 


Definir una ecuación 
logarítmica. [H] 


Clase 7 y 8. Ecuación logarítmica 


La función logarítmica f(x) = log ax define la ecuación logarítmica y = log ax [H] $ 

donde la variable x es parte del argumento. Que se den cuenta que 
, , PEREN en una ecuación logarít- 
Ejemplo de ecuaciones logarítmicas: : . 

a) log3x=2 b) 2 = log; x c) log, (x-5)=5 mica la variable es parte 
d) logs (x+ 1)= 4 e) 4= log; (2x- 1) f) log4 (3x-2)=3 del argumento. (5 min) 


Una ecuación logarítmica es aquella ecuación en la cual la variable 
es parte del argumento. 


Y Ejemplo 2.14. 


COA Ejemplo 2.14. Resuelva las ecuaciones logarítmicas anteriores. ; Al sustituir x = 49 en *Concluir que para re- 
] c= 2=x ítmi : = : 
: a) log3x=2 sados” ts ..... expresando la forma logarítmica en : log; x = 2 se da que solver este tipo de ecua- 
: =x forma exponencial : log7 49 = 2 
į b) -2 = log; x c) log2 (x-5) =5 : ciones logarítmicas se 
: : Se resuelven algunas : 
entonces (1)72=w tonces Discs do ccuadongs [onarimi convierten a la forma ex- 
32=x-5 £ cas convirtiéndolas a su ponencial y se aplican las 
x=37 : forma exponencial. N 
A i ; propiedades de los expo- 
¡ d) logs (x+ 1) = 3 e) 4=log3 (2x- 1) ; nentes. (15 min) 
entonces 8%=x +1 entonces 3%=2x-1 : 
2=x+1 81=2x-1 : 
x=1 x=41 : AO o 
: : N Ejercicio 2.12. 
+ f) log, (3x— 2) = 3 entonces 43 = 3x- 2 : p szo, 
: es (10 min) Solución: 
a) x= 100 
«e Ejercicio 2.12. Resuelva las siguientes ecuaciones logarítmicas. b) x= 25 
a) 2=l0810x b) log, x=-2 c) logs (x + 7) = 2 
j c)x=29 
d) 3 = logs (x-2) e) log, (2x-1)=2 f) log} (3x +2) =-2 ) 
d)x= 127 
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e) x= 4 
1 
x= +5 
) 12 
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Clase 7 y 8 


(Continuación) 


q Ejemplo 2.15. 
*Que se den cuenta que 
en algunas ecuaciones 
logarítmicas hay que 
probar si los valores en- 
contrados son parte del 
conjunto solución. 


*Que se den cuenta que 
el argumento debe ser 
mayor que cero y que 
esta condición debe to- 
marse en cuenta para 
determinar si los valores 
encontrados son parte 
del conjunto solución. 
(5 min) 


Ga ©) 
S Ejercicio 2.13. 
(10 min) Solución 


a)x=0,3 
b)x=-5, 3 


Q: Ejemplo 2.16. 

*Concluir que en la so- 
lución de este tipo de 
ecuaciones logarítmicas 
se aplica las propiedades 
de los logaritmos. (5 min) 


SA Ejercicio 2.14 
(10 min) Solución 


a) 4 b) 5 

c) 10 d)5 

e) 10 f)2y8 
g) 2 h) 1 
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i X) Ejemplo 2.15. Resuelva log, (x + 4)? = 4 

i log) (x + 4)? = 4 entonces 24 = (x + 4)? 

: 16 =x? + 8x+16 
12+8x=0 


Desarrollando el cuadrado ; 


Factorizando 
Propiedad del factor cero 


: En log; (x + 4)? = 4 el argumento (x + 4)? debe ser mayor que cero, es : 
+ decir, x +4. Como hay 2 valores: x = 0, x =-8 ambos no son iguales a 4. ! 
: Entonces la solución esx=0yx=-=8. : 


<X Ejercicio 2.13. Resuelva las siguientes ecuaciones logarítmicas 
a) log; (2x — 3)? = 2 b) log; (x + 1)? = 4 


LOA Ejemplo 2.16. Resuelva log; x + log; (x - 6) = 3 
log; x + log; (x-6) = 3 
log; x(x- 6)=3 ... 
33 = x(x — 6) ...expresando en forma exponencial f 
x?-6x-27=0 i 
(x-9)(x+3)=0 
x=9 ó x=-3 


aplicando loga M + loga N = loga MN 


! Los valores son x = 9 y x=-3, como x = 9 > 6 entonces 9 es solución de la ; 
: ecuación. Como x = -3 < 6 entonces -3 no es solución de la ecuación. 

! La única solución de la ecuación es x = 9. 

i 


& Ejercicio 2.14. Resuelva las siguientes ecuaciones aplicando las pro- 
piedades de los logaritmos. 

a) log, x+ log; (x-2)=3 

c) log) (x-2) + log; (x-9)=3 
e) logs (x-6) + logg (x + 6) = 2 


b) logs x? + logs x= 3 
d) logs x + logs (x-4)=1 
f) log, x + log; (10 - x) = 4 


g) logsx+loggsx?=1 h) logs 2x- loge (x+1)=0 


: Y Ejemplo 2.17. Resuelva logg 3x — logs (x + 1) = 0 
¿logs 3x—logg (x + 1) = 0 


logg > O... aplicando loga M — log, N = loga M 
3x 
x +1 
3x 
aL 
1(x + 1) = 3x 
1 


80 = 


1= 


Q Ejemplo 2.17. 

*Concluir que en la solución de 
este tipo de ecuaciones logarítmi- 
cas se aplican las propiedades de 
los logaritmos. (5 min) 
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En la ecuación dada los 
argumentos son xy x- 6. 
El argumento debe ser 
mayor que cero, por 
tantox>0yx-6>0. 
De ambos argumentos 
se concluye que x > 6. 


— Q 
En la solución de la 
ecuación logarítmica se 
aplican las propiedades 
de los logaritmos y la 
conversión a la forma 
exponencial. 


ES 
En la ecuación los argu- 
mentos deben ser mayor 
que cero, es decir, 3x > 0 
yx + 1>0, de lo que re- 
sulta quex>0yx>-1. 


Prueba: logs 3x—logg (x +1) =0 
1 1 
logs3(5)-logs (5 +1)=0 


3 3 
logg 7 - 1088 T =0 
0=0 


& Ejercicio 2.15. Resuelva las siguientes ecuaciones logarítmicas 
a) log (7 - x) - log; (1-x)=1 b) log 10 (3x- 5) -— log 10 5x = 1.23 
c) logio (x2 — 1) — logio (x2 +x +1)=1 d)log; 2x- log; (x +5) =0 


: g: Ejemplo 2.18. Resuelva log, (x-1)+ log, (+2) = log, (3x + 1) 
: log; (x-1) + log; (x+2)= log; (3x + 1) 
A log, (x— 1) (x + 2) =l08 , (3x + 1) 

3 


. 3 
: log, (12+x-2) =1l0g , (3x + 1) 
. Es 3 


2+x-2=3x+1 si loga x = loga y entonces x =y 
x2-2x-3=0 
(a 3)(x+1)=0 


En la ecuación los argumentos deben ser mayor que cero, es decir x— 1 > 0; 
x+2>0y3x+1>0, de lo que resulta que x > lx>-2yx>-Ż. De los 
valores x = 3 y x = —1 solo 3 cumple que es mayor que 1, es mayor que —2 


y es mayor que -4 por lo que 3 es la única solución de la ecuación. 


SX Ejercicio 2.16. Resuelva las siguientes ecuaciones logarítmicas. 
a) log (3x + 2) + log 9 = log (x + 5) 

b) log x + log(x + 1) = log 12 

c) Inx=In5+In9 

d) 3 logs x = logs 36 + logg 12 — log g 2 

e) log; 81*-log3 32 = 3 

f) log, (x— 3) - log, (2x + 1) =-log, 4 

g) log 10 x? + log 10 43 + log 10 x4—log 10 x5 = log 10 16 

h) In 3 + In (2x— 1) = In 4 + In (x +1) 


i) In (x +3) + In (x-4)-Inx=In 3 


1 1 
Como 3 >0y 3>-1 


T 
entonces x = > es la 
solución de la ecua- 


ción. 


E 
Propiedades E 
solver ecuaciones loga- 
rítmicas: 
Six>0yy>0 
se da: 
i) silogx=1l0g y 
entonces x = y 
ii) six =y entonces 
log x = log y 
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Clase 7 y 8 


(Continuación) 


S Ejercicio 2.15 
(10 min) Solución 

a)x=-2 

b) No hay solución 
c)x=11 

d)x=5 


X: Ejemplo 2.18. 
*Concluir que en la so- 
lución de este tipo de 
ecuaciones  logarítmi- 
cas se aplica las pro- 
piedades de los logarit- 
mos. (5 min) 


S Ejercicio 2.16 
(10 min) Solución: 


a) 
b) 3 
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Solución Ejercicio 2.9. Pág. 103 


a) 


2 


y= log; x 


3 


Dom: (0, +09), Rango: R 
Int. en x: (1, 0) 
Int. en y: no existe 
Intérvalos: 

Crecimiento ]0, +oo[ 


-21-Dom: (0, +00), Rango: R 
Int. en x: (1, 0) 
Int. en y: no existe 
Intérvalos: 
Decrecimiento ]1, +0oo[ 


Solución Ejercicio 2.10. Pág. 104 


c) 


y 7 log; (x-5) 


3 4 7 8 9 10 1f% 


X=5>0;¡x>5 
Dominio:'(5, +00) 
Asíntota x= 5 
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Dom: (0, +09), Rango: R 
Int. en x: (1, 0) 

Int. en y: no existe 
Intérvalos: 
Decrecimiento JO, +0o[ 


d) 


1 
| 
1 
A 


y = log; X 


Dom: (0, +00), Rango: R 
Int. en x: (1, 0) 
Int. en y: no existe 
Intérvalos: 

Crecimiento ]1, +0o[ 


xX+5>0x>-5 
Dominio: (=5, +09) 
Asíntota x = -5 


Solución Ejercicio 2.11. Pág. 105 


a) 


y =log,x-4 


Dominio: (0, +09) 


pe Rango: R Dominio: (0, +00) 
A Asíntota vertical x = 0 -2 Rango: R 
en 3 Asíntota vertical x =0 
c) d) y 
y = 4 + log, x 
y =-3 + l8; Y i Dominio: (0, +00) 
un Rango: R 
i Asíntota vertical x = O 
-5 
Dominio: (0, +00) 
Ñl Rango: R 
= Asíntota vertical x #0 
-8 
e) 


y 5 log, (x+ 1)- 2 


Dominio: (— 1, +00) 
Rango: R 
Asíntota vertical x=—1 


Dominio: (3, +00) 
Rango: R 
Asíntota verticalx=3 
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Unidad Il. Lección 3. Objetivo: Entender que el ángulo inscrito es la mitad del 
Clase 1 ángulo central. 


(Continúa en la siguiente página) m a 
Evaluación: Ejercicio 3.1 


Definición del ángulo 
central e inscrito. 


(4 min) Lección 3. Resolución de triángulos 


f Clase 1. Ángulo inscrito 
Teorema 3.1. (20 min) 


En la Fig. 2.1 el punto O es el centro de la circunferencia. Al ZAOB, se le 
denomina ángulo central subtendido por el arco ÁB. 


El punto de la demos- Al ZAPB, se le denomina ángulo inscrito subtendido por el arco AB. 
tración es trazar el diá- Hay infinitos ángulos inscritos subtendido por el mismo arco. 


metro que pasa por el A cerca de las medidas de estos ángulos, se tiene lo siguiente: 
punto P. 


Teorema 3.1 
Las medidas de los ángulos inscritos subtendido por el mismo arco 
son iguales y equivalen a un medio de la medida del ángulo central. 


En la pizarra se dibuja 


Demostración: Se va a mostrar que m ZAOB = 2 m ZAPB 


: En el AOAP, OA= el radio = OP, por lo tanto 

i m ZOAP= m ZOPA. Luego 

* m ZAOQ = m ZOPA + m ZOAP = 2m ZOPA...(1) 

: De la misma manera se tiene que: 

: m ZBOQ = 2m ZOPB...(2) 

: De (1) y (2) se tiene que: 

+ mZAOB=m ZAOQ+m 4BOQ = 2(m ZOPA + m ZOPB) = 2m ZAPB. 


: En el AOPB, OP = el radio = OB, por lo tanto 
: Se tiene que m ZAOB=2m ZOPB = 2m ZAPB 


a 


En lugar de escribir mu- : ; La medida de un ángulo 
R : : externo de un triángulo 
chas igualdades. es igual a la suma de la 


Caso b) ; ; medida de los ángulos 


A internos no contiguos. 
: En el AOPB, OP = el radio = OB, por lo tanto 
£ se tiene que m ZROB = 2m ZRPB...(1) s -6 


Ángulos 


P i : En el AOPA, OP = el radio = OA, por lo tanto internas BxJ2Ángulos 
: È se tiene que m ZROA = 2m ZRPA...(2) no contiguos ES 
: : Restando (2) de (1) se tiene que: 
: A c 


: m ZAOB = 2m ZAPB 
A 0 i mZDBC=mZA+mZC 


(ss) 
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Objetivo: Entender la demostración de la ley de los senos. Unidad Il. Lección 3. 


Clase 1 
Evaluación: Ser capaz de reproducir la demostración. (Continuación) 


Clase 2 


(Continúa en la siguiente página) 


jos Ejemplo 3.1 


(8 min) 
os Ejemplo 3.1. Encuentre los valores de x y y. : : B 
: : De este resultado se 
Solución: Como ŻADB y ZACB son ángulos : : tiene que los dos trián- % o 
subtendidos por el arco ÁB, x° = 10°. : : gulos son semejantes. N . PE 
De la misma manera y° = 15° : : (Criterio AA) Ma Ejercicio 3.1 
x=10,y=15 (Respuesta) i : (13 min) Solución 


a)x= 3 (360-140)=110 


b)x= $ x 180 =90 


El ángulo central es 
un ángulo llano. 


Clase 2. La ley de los senos (Demostración) c)x=50-30= 20 


Notación: En el AABC se denotan las medidas de los lados opuestos a los 


vértices A, B y C como a, b y c respectivamente. También se representan a 1 e 
las medidas de los ZA, 4By ZC como A,B y C. d) X= 2 {180 (25 + 15)} 


B a C = 70 
Circunferencia circuns- 
Teorema 3.2. La ley de los senos crita del AABC. 

Si R es el radio de la circunferencia circunscrita al AABC, entonces se 


8 ME a Ze 
tiene que: vend 7 senB ~ senC 2R, 


[Hasta aquí Clase 1] 


[Desde aquí Clase 2] 


i Demostración: Se va a demostrar que end =2R. : Notación (5 min) 

: : Todos los triángulos 

: Caso a) 02<4<90 Se traza el diámetro A'B. : tienen su circunferen- 

: En el AA'BC, como A'B es un diámetro, m ZA'CB = 90°, : cia circunscrita. Teorema 3.2. Declara- 


por lo tanto sen 4' = -BE =R. : : A : ción (5 min) 


Por otra parte el ángulo Æ’ = A por el Teorema 3.1. Luego 


xai d- g 
send = 2R Y Send =2R 


El aprendizaje de la cir- 
cunferencia circunscri- 
ta fue en Mat IIl Uni- 
dad I. En este momento 
A a basta con captar la idea 
intuitivamente. 


Demostración 
(35 min) 
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Unidad Il. Lección 3. Objetivo: Aplicar la ley de los senos para encontrar la medida 
Clase 2 de un lado. 
(Continuación) 


Clase 3 


(Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: Ejercicio 3.2 


Demostración 


Caso b) y c) 
! Caso b) A= ed BC es el diámetro de la circunferencia, por lo tanto i — QB 
í : . e o D a : Si A = 90%, entonces 
[Hasta aqui Clase 2] i R= 3. Por otra parte ¿2.7 = sengo" = 1 54 i A AANE 
, e erd =2R (O es el centro), por lo 
[Desde aquí Clase 3] 


iii ¿ Caso c) A > 90° En el arco BC que no contiene el punto A se toma un i 
q Ejemplo 3 2 : punto A”. 90° < A quiere decir que el ángulo central a = 24 > 180°. : 
: Por lo tanto £ = 360° — a < 180°, luego el ángulo Æ’ = 48 < 90°. ! 


(10 min) i Por el caso a) se tiene que Seni =2R. 
El punto es hacer pare- ; Por otra parte A +4’ = $ (a + B) = 180°. 
jas del ángulo y su lado : Por lo tanto, se tiene que sen Æ’ = sen(180° — 4) = send. 
opuesto. i Luego dá =2R. 
RS P aa sen(180° — 6) = sen0 
& Ejercicio 3.2 Véase Mat I Unidad Il 
(35 min) Solución 

_1 a 
a) R= 2 send Clase 3. La ley de los senos (Cálculo de la medida de un lado) 

1 1 : 3 “ Ejemplo 3.2. En el AABC, A = 60°, B = 45° ya = 3. 
= 2 x 3 + 7 = 3 ¡ Encuentre el radio R de su circunferencia circunscrita y b. 
b = 2R sen B Í Solución: 


: De la ley de los senos se tiene que 2R = 


a. 
send 


=2x3x 5 =34/2 nE E A Le 


5 senA — 2 sen60” ` 2 


b) R 1 b EE E 2 (5 
7 2 senb 
1 . 1 & Ejercicio 3.2. En el AABC, los datos están dados como lo siguiente. 
= 2 x 4 ES 2 Encuentre los valores indicados 
a) 4=30%,B=45*%ya=3. Encuentre R y b. 
=2 v2 b) B = 45°, C=120°yb=4. Encuentre R y c. 
c= 2R senC VE c) C=135°, 4 =30°yc=6. Encuentre R y a. 
3 
=2x24/2 x DA d) 4 =60°,B=75°ya=6. Encuentre R y c. 
=2/6 
1 98 Unidad II + Lección 3 + Clase 3. La ley de los senos (Cálculo de la medida del lado) 
C 
c) R= F 
senC 
1 1 
=5 x6} -= 
v2 A E E 5 
=3y2 d) R= 5 zend ~ 2 *6t T 
a= 2R senA 
1 C= 180° — (4 + B) = 45° 
=2x3/2 x > 


> T I- 
saya c=2RsenC=2x24/3 x -77 =2y6 
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Objetivo: Aplicar la ley de los senos para encontrar la medida Unidad Il. Lección 3. 


de un ángulo. Clase 4 
Evaluación: Ejercicio 3.3 
Clase 5 


Objetivo: Entender la demostración de la ley de los cosenos. (Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: Ser capaz de reproducir la demostración. 


04 Ejemplo 3.3 

(10 min) Cuando se cono- 
ce el valor de seno, hay dos 
probabilidades en cuanto 


Clase 4. La ley de los senos (Cálculo de la medida de un ángulo) a la medida del ángulo 
& Ejemplo 3.3. En el AABC, 4=60%, a=3yb=/6. A Oa Hay casos donde se aban- 
Encuentre Ry B. ; i dona una, por el hecho de 
! Solución: De la ley de los senos se tiene que pod : que la suma de las medi- 
i 1 1_ 3 1 3 po : A 
¡R=>3 rr E A = 4/3. pol . das de los ángulos es 180°. 
: Por otra parte, del mismo teorema se tiene que : ' o 
; : Sia 0 entonces LO 
i seng- b A i RÝ Erarcici 
parsa e a N Ejercicio 3.3 
: Como 0° < B < 180°, entonces B = 45° ó B = 135°. : (35 min) 
: Como A + B + C = 180", se tiene que A + B < 180°. : a) R = 1 a 
i Por lo ne es imposible. Luego B = 45° i 2 send 
: Respuesta: R=V3 , B =45° í 1 1 
i i == x6-+—=—= 3/2 


TO 


% Eiercici E B b [> / 
<% Ejercicio 3.3. En el AABC Hay casos donde hay seng = =3 264/42 
a)4A=45%a=6yb=3/2. Encuentre R y B. 2R 

1 


dos posibilidades del 


ángulo. = 
b) C=30°,a= y3 yc=1. Encuentre Ry A. E 2 
o o = o 
c) B =120°, b= y3 y cx/2 . Encuentre R y C. Como 0*<B<180%-4=135 , 
B=300 
d)C=45°,b= y6 yc=2. Encuentre R y B. 
HR sdei 
) 2 senC 
.. = 1 x1-= 1 1 
Clase 5. La ley de los cosenos (Demostración) 23 mg 
— x senA=- 4 E 
Teorema 3.3. Ley de los cosenos La segunda fórmula se 2R ` 2 
En el AABC obtiene efectuando a la o o_(= o 
a? = b?2+c2-2bc cosA primera la permutación: Como0 E 180 o C=135 y 
s a>b,b>c,c>a. A =60°, 120 
b? = (24 œ? — 2ca cosB 
AFB BDG CSA 1 b 
c? =q? + b? — 2ab cosC De la misma manera de c) R== 
la segunda la tercera. 2 seng 
. e 1 ya 
Demostración: Se coloca el AABC en el sistema de las coordenadas como : = 2 x 3 = 77 = 1 
se muestra la gráfica. : 
: i CE. LL” 1 
Por la definición de seno y coseno, las coordenadas del punto C son : xi senC = 2R — v2 +2= /2 
(b cosA, b senA). : : 
Como 0° < C< 180° -B = 60° 
C=45° 


c 
enC 


d) R 


un 


[Hasta aquí Clase 4] El punto es utilizar la definición y la relación 


senB =% = J6 S242 


[Desde aquí Clase 5] de seno y coseno y la fórmula de la distancia. 
ds f i 3 
Teorema 3.3 de otra manera alcaldia la altura, de em = 5 
Declaración (5 min) e Fa EN poco < O porque cs que Como0° < B< 180°- C=135°, 
Demostración (35 min) istinguir los ángulos agudo, recto y obtuso. C= 60°, 120° 
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Unidad Il. Lección 3. 


Clase 5 


(Continuación) 


Clase 6 


Objetivo: Aplicar la ley de los cosenos para encontrar la 


medida de un lado. 


Evaluación: Ejercicio 3.4 


(Continúa en la siguiente página) 


En la demostración del tex- 
to la fórmula de la distancia 
absorbe esta clasificación. 


Nota (5 min) Hay una se- 
cuencia de deducción: 


Teorema de Pitágoras 
( Relación entre seno 
y coseno 
( Fórmula de distancia 
Ley de los cosenos 


[Hasta aquí Clase 5] 
[Desde aquí Clase 6] 


Q: Ejemplo 3.4 
(8 min) 


& Ejercicio 3.4 

(37 min) Solución 

a) a? = b? + c? — 2bc cosA 
= 424 32-2x4x3 


1 

x= 5) 
= 37 
a=y37 


=/32+32-2x y3 


c) c? = a? + b? — 2ab cosC 


=/22+32-2x 2 
1 

sx (2) 
2 

=17 v2 


: Aplicando la fórmula de la distancia entre dos puntos, se tiene que: : A 
i BC? = (b cosA — c)? + (b send — 0)2 : Fórmula de la distancia 
! Como BC = a, se tiene que: Si P(x; y1) y Qlx>, y2), 
: a? = b? cos?A — 2bc cosA + c? + b? sen24 entonces 
= b? (sen24 + cos?4) + c? — 2bc cosa =A ZS 0 0 Na 
= E A PO a Dr 
sen?4 + cos?A = 1 


Se obtienen las otras fórmulas de la misma manera. 

Pitágoras 
Nota: En a? = b? + cœ? — 2bc cosA, si A = 90%, entonces a? = b? + c?, porque N Relación entre seno 
cos 90° = 0. De esta manera se ve que la ley de los cosenos es una extensión l 


del Teorema de Pitágoras. Ç 


y coseno 
Fórmula de distancia 
Ley de los cosenos 


Clase 6. Ley de los cosenos (Cálculo de un lado) 


07 Ejemplo 3.4. En el AABC, A = 60°, b = 2 y c = 3. Encuentre a. 
: Solución: 
: De la ley de los cosenos, se tiene que 
+ a2= b2 + c2? — 2bc cosA 
=22 +32- 2 x2 x3 cos60° 
1 


=4+9-12x5=7 


$ Ejercicio 3.4. En el AABC, 
a) 4=120%,b=4yc=3. Encuentre a. 


b)B=30%,c= y3 ya=3. Encuentre b. 
c)C=135%a= ID yb=3. Encuentre c. 


d)4=150%,b=2yc= 43. Encuentre a. 


: Y *Ejemplo 3.5. En el AABC, A = 60°, a = 6 y b = 5. Encuentre c. 
i Solución: 

: De la ley de los cosenos como solo se conoce cosa, se tiene que 

A a? = b? + c? — 2bc cosA 

!62=52+c2-—2 x5 x cx cos60° 


136=25+c2-=5c 
H , +. 
¿c2=5c-11=0. c= 2/0 


5/69 


+ Como c > 0, la solución > 


5+/69 
2 


<0 noes adecuada. Hay casos donde hay 


dos posibilidades. 


; Respuesta c= 


Q *Ejemplo 3.5 

En este ejemplo una de las soluciones de la 
ecuación de segundo grado es negativa, por 
lo tanto, la positiva corresponde a la respues- 
ta. Hay casos donde las soluciones son posi- 
tivas y ambas corresponden a la respuesta. 


d) a? = b? + c? — 2bc cosÁ 
-22+ y3 2-2x2x y3 x (2) 
=13 


a= 4/13 
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Objetivo: Aplicar la ley de los cosenos para encontrar la Unidad Il. Lección 3. 
medida de un ángulo. Clase 6 


(Continuación) 


Clase 7 


Evaluación: Ejercicio 3.6 


Ga 

S *Ejercicio 3.5 
Solución: 

a) a? = b?+c?—2bc cosa 


pia 
SX Ejercicio 3.5. En el AABC, 52 = 42 +02-2x4xcx5 
a) 4=60%a=5yb=4. Encuentre c. c2-4c—-9=0, c=2+ /13 
b)4=45%a=4yc=34/2. Encuentre b. 

b) a? = b? + c2— 2bc cosÁ 
c)B=120%,b=4yc=3. Encuentre a. 42=b2+ (3/2 y -2 xb 
d) C=150°, b= y3 yc=2. Encuentre a. x 3/2 x 1 

/2 
b?-6b+2=0,b=3+/7 
Clase 7. Ley de los cosenos (Cálculo del ángulo) c) b? = c? + a? — 2ca cosB 
De la ley de los cosenos se obtiene lo siguiente. o Q 42 = 32+4a2?-2x3 xax(- 2) 
Hay que ser capaz de 
cosd = b? +c? —a?, cosB= @+a?—b?, cosC=at+ bc deducir estas fórmulas at+3a-7 = O, 
b de la ley de los cosenos — / 
en lugar de memorizar- a= Z3 +y37 
= las. 2 
; ela 3.6. Enel AABC, a=7, b=3 y c= 8. Encuentre A. : d) c2 = a? $ b2— 2ab cosC 
A De la ley de los cosenos, se tiene que : E 22= qa? + y3 2—2 xa x/3 
: : La ventaja de usar co- 
i osA= Pte-e = 32+82-7 -24_1 i seno es que el valor del x 43 
: 2bc 2x3x8 48 2 : mismo determine el 2 
i Como 0° < 4< 180°, A=60° (Respuesta) : ángulo. a? +3a-1= O, 
_—-3+y13 
S Ejercicio 3.6. En el AABC, T 2 
a)a=7,b=5yc=8. Encuentre A. [Hasta aquí Clase 6] 
b)a= V3,b=1yc=2. Encuentre B. [Desde aquí Clase 7] 


c)ja=1,b= J5 yc= y2. Encuentre B. 


Las fórmulas (5 min) 

La ventaja de esta fórmu- 
la es que al valor de co- 
seno le corresponde un 
único ángulo. 


d)a=5,b=3yc=7. Encuentre C. 


205 Ejemplo 3.6 
(10 min) 
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A 
S Ejercicio 3.6 


2 2-32 3 
b) cosB = +a- b =2 e a a , B=30° (30 min) Solución 
2ca 2x2x4/3 rgd 
a) cosÁ = có a 
0)cosB= 2 +1 122412 4/5? =-L, B=1359 2bc 
2ca 2x2 x1 y2 - 52+82-72 
d) cosC = +b -e = 5? +32- PP geo, C=1209 _1 e ò 
2ab 2x5x3 2 Fae AS 
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Unidad ll. Lección 3. 


Clase 8 


Las fórmulas (10 min) 
Se sabe de la ley de los 
senos que, en el trián- 
gulo, el lado opuesto al 
ángulo mayor es más 
largo (véase proble- 
ma de la unidad B1). 
Por lo tanto para saber 
si el triángulo es un 
triángulo  acutángulo, 
rectángulo u obtusán- 
gulo, basta examinar el 
ángulo opuesto al lado 
mayor. 


0 Ejemplo 3.7 
(5 min) 


$ Ejercicio 3.7 

(30 min) Solución 

a) a? > b2 + c? obtuso 
b) a?<b2?2+c2 agudo 
c) a? = b2 + c2 recto 


d) a2 > b2 + c2? obtuso 


Objetivo: 
ángulo. 


Evaluación: Ejercicio 3.7 


Clase 8. Discriminación del ángulo agudo, recto y optüso 


fsi 0° < A < 180°, entonces se tiene que: 
cosA > 0 4 0° < A < 90° 
cosA = 0 > A = 90° 
cos < 0 <= 90° < A < 180° 


: Por otra parte, como cosd = Piena y 2bc > 0, se tiene que: 


cosd>0= b? + c? >a? 
cosA = 0 > b? + e2? =a 
cosA < 0 4 b2 +e? < g. 


En resumen 


En el AABC 

ZA es un ángulo agudo => a? < b? + c? 
ZA es un ángulo recto = a? = b? + c? 
ZA es un ángulo obtuso = a? > b? + c2 


` Ejemplo 3.7. Enel AABC,a=6,b=3yc=5. 
¡Determine qué tipo de ángulo es el ZA, agudo, recto u obtuso. 


F Solución: 
ta? = 62 = 36 y b2 + c? = 32 + 5? = 34. 


: Como a? > b? + c?, de la ley de los cosenos se sabe que el ZA es obtuso. : 
i 


<X Ejercicio 3.7. En el AABC, determine qué tipo de ángulo es el ZA. 
aja=5, b=2yc=4 
b)a=6, b=5yc=4 
c)a=5, b=4yc=3 


d)a=7,b=4yc=4 
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Aplicar la ley de los cosenos y discriminar el tipo de 


En lugar de memorizar 
esta relación, dedúzca- 
la de la ley de los cose- 
nos. 


Objetivo: [A] Entender la fórmula del área del triángulo con Unidad Il. Lección 3. 
SPNO: , p Zo Clase 9 
[B] Encontrar el área del triángulo utilizando la 
medida de los lados. 


Evaluación: [A] Ejercicio 3.8 [B] Ejercicio 3.9 


Teorema 3.4 (5 min) 
Se evita la clasificación se- 
gún el tipo de ZA utilizan- 


7 m do las coordenadas. 
Clase 9. Area de triángulo 


9: Ejemplo 3.8 
(5 min) 


Teorema 3.4 
El área S del AABC es S = i ab senC = z bc send = 1 ca senB. 


Demostración: Se coloca el AABC como se muestra en la figura. La base AB 
RO orcos 
<A» Ejercicio 3.8 
(10 min) Solución 
a)S = 4 ab senC 


: Y Ejemplo 3.8. Encuentre el área S del AABC donde : ` Ñ 1 3x4 1 
Eo a = 60° : = =:X Xx x= 
¡a=3, b=4yC=60 f 2 2 
=3 
SS Ejercicio 3.8. Encuentre el área S del AABC gal 
o 8. i b) S = 5 bc send 
aja=3, b=4yC=30° b)b=8, c=3yA =45° 
c)c=2,a=6yB = 120° d)a=5, b=4yC= 150° =3x8x3 x 
A 2 
: Y Ejemplo 3.9. Encuentre el área S del AABC donde a=4, b=5yc=7. Í [B] è =6y2 
: Solución: : P 
; De la ley de los cosenos, se tiene que ; Utilizando la ley de los c) S= 1 ca seng 
: $ i : cosenos, encuentre 2 
cosa A+ bm? 45872 h, : senC (ó sena ó senB). a 
A 2ab 2x4x5 40.5 i Ml Tezer 
i Como 0° < C< 180°, senC > 0, por lo tanto, i 3 43 
3 1 2/6 : z 
F senc = yT- =p + E, 1 
: : d) S = 5 ab senC 
o =1 x5x4x 1 
«e Ejercicio 3.9. Encuentre el área S del AABC. = 2 2 
aja=2,b=3yc=4 ba=2,b=4yc=5 5 


Nota: Hay una fórmula que representa el área del AABC con la medida de 


los lados. yN- 
J 9: Ejemplo 3.9 


Fórmula de Herón. 


El área S del AABC es S= /s(s—a)(s—b)(s=0) donde s= 4+b+c 8 min) 


% 
S Ejercicio 3.9 


o 
xX * Ejercicio 3.10. Demuestre la Fórmula de Herón aplicando la manera 


del Ejemplo 3.9. (12 min) Solución 
-@+b -e 
Unidad II + Lección 3 + Clase 9. Área de triángulo | 103 a) cosC 2ab 
o 
dl 
/15 
= = 20 =—— 
b) cosC =8? + b? =c? = => Nota: (5 min) No tiene sentido seno m 4 
2ab /231 enseñar esta fórmula antes del S=5 ab senC 
senC= /1—=cos.C = 16 ejemplo 3.9. =1 x2x3x Y15 
231 2 4 
1 1 
S= 5 absenC=5 x2x4x RS A 
2 2 16 & *Ejercicio 3.10 2415 
E Ya Solución: Véase la página 129. 4 
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Unidad ll. Lección 3. 1.a)x=50-30=20 b) 


Ejercicios de la Lección 
Soluciones 


d) x = 180 — (20 + 60) 
= 100 


2. a) R=} b= 


senB ` 
a = 2R send =/2 
ail, -Co Ejercicios de la lección 
b) R=3 senC =24/3 


1. Encuentre el valor de x. Clase 1 Ejemplo 1.1 


b=2Rsenb = 2/6 > c) PS VA 
c) R= 1 e = 24/3 = 
2 senC Sy ) 
/Z , Kioo Ls 


. Enel AABC, R es el radio de su circunferencia circunscrita. 


Como Á < 180° - C a) 4=30%,B=45%yb=2. Encuentre R y a. Clase 3 Ejemplo 3.2 

= 120°, b) B =45°, C=120°yc=6. Encuentre R y b. 
A=450 c)C=60%,c=2/3 ya=2/2. Encuentre R y A. Clase 4 Ejemplo 3.3 

i > d) 4=30%a=1yc= 3. Encuentre R y C. 

d) R=5 sena =! . Enel AABC 
c VE a) A =45°,b= Ya yc=3. Encuentre a. Clase 6 Ejemplo 3.4 
senC=>% ea b)C=150%,a=1yb=y/3. Encuentre c. 
C= 60°, 1209 c)4=30%a=1yc=4y/3. Encuentre b. *Ejemplo 3.5 


d) B = 135°, b= 2 yc=1. Encuentre a. 


3.a) a? = b?+c?—2bc cosa 


. En el AABC Clase 7 Ejemplo 3.6 
=5 aJa=2,b=3yc=y/19. Encuentre C. 
a=/5 b)a=2,b=1yc=y3. Encuentre B. 
b) c? = a? + b2 == 2ab cosC . Determine el tipo del AABC. Clase 8 Ejemplo 3.7 
=7 aja=3,b=3yc=1. 


EST bja=5,b=3yc=7. 


c)a=5,b=12yc=13. 
c) a? = b? + œ? — 2bc cosA 


b?-3b+2=0, b=1,2 


d)a=2,b=3yc=4. 


. Encuentre el área S del AABC. Clase 9 Ejemplo 3.8 
d) b? = c? + a? — 2ca cosB a)b=4,c=5yA = 135°. Ejemplo 3.9 
a+/2a-1=0, b)c=6,a=14 y B=300. 


_—/2+/6 c)a=5,b=6yc=7. 
a= 2 d)a=3,b=4yc=4. 


4. a) cosC = &? + b? — c? 
A 2ab 


2 
C= 120° 
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b) cosB = c? +a? — b? 
ñ 2ca 5 y 6. Véase página 129 
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Objetivo: Entender la forma de las gráficas del seno y coseno Unidad Il. Lección 4. 
y el concepto de período. Clase 1 
(Continúa en la siguiente página) 
Evaluación: Ser capaz de explicar la relación entre las Fig. 4.1, 
4.2 y 4.3. 


Gráfica de seno 

(20 min) 

Los estudiantes tienen 
que tener memorizada 
la definición de seno y 
coseno. 


Lección 4. Las gráficas de las funciones trigonométricas 


Clase 1. Gráficas de seno y coseno 


En la pizarra hay que 
mostrar bien la rela- 
ción entre la Fig. 4.1 y 
la Fig. 4.2 


En la Fig. 4.1 el punto P gira alrededor del origen sobre 
la circunferencia de radio 1. Por la definición de seno y 
coseno, se tiene que: 

La coordenada y de P = sen 

La coordenada x de P = cos6. 


La Fig. 4.2 muestra el cambio del valor sen6O con respecto 
a 0, es decir, la gráfica de y = sen6. 


De la misma manera, la Fig.4.3 es la gráfica de x = cos6. 


y =sen9 

El dominio es el con- 
: junto de los valores de 
: 2. El rango es [-1, 1] + O donde la función está 


: 1. El dominio es el conjunto de números reales. 


33, La parte comprendida en el intervalo 4 < 0 < æ + 360° (æ es cualquier : definida. 
ángulo) esta repetida infinitamente hacia ambos lados. : 
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Unidad ll. Lección 4. 


Clase 1 


(Continuación) 


Clase 2 


Objetivo: Entender la gráfica y el período de y = tan60, 


y=secb, y=csc y y = cotO 


Evaluación: Ejercicio 4.2 


(Continúa en la siguiente página) 


Característica de la 
gráfica de y = sen0 
(15 min) 


Que los estudiantes 
entiendan bien que la 
periodicidad de la fun- 
ción y = sen6 es el re- 
flejo del hecho de que 
sen es la coordenada 
y del punto P que gira 
alrededor del origen. 


Gráfica de y = cosO 
(10 min) 


Hay que indicar la rela- 
ción entre la Fig. 4.1 y 
la Fig.4.3. 


S *Ejercicio 4.1 
Solución I.Il Clase 2.8 

fF(0+ 360%) = f (0) 
donde n es un número 
entero. 


[Hasta aquí Clase 1] 
[Desde aquí Clase 2] 


Gráfica de y = tan 
(20 min) 


Primero los estudian- 
tes tienen que saber 
dónde aparece el va- 
lor de tan como una 
coordenada del punto. 


120 


+ (La figura anterior muestra la parte cuando 0° < 8 < 360%). Además ninguna + ES 
: parte más pequeña cumple esta propiedad. : El rango es el conjunto 
: de los valores de y que 


€ Por 3 se dice que y = sen0 es una función periódica y su período es 360°. toma la función. 


i La gráfica de y = cos0 se obtiene desplazando —90* hacia el eje O la gráfica : 
: de y = sen6, es decir, 90° hacia la izquierda, y tiene la mismas características : 
: que la de y = sen0. : 


[-1, 1] significa el con- 
junto (y; -1<y<1) 


e *Ejercicio 4.1. Investigue qué fórmula aprendida en Matemática | 


muestra la periodicidad. , RR 
Véase Matemáticas |l, 


Unidad II, Clase 8 y 9 


Clase 2. La gráfica de tangente, secante, cosecante y cotangente 


Fig. 4.4 


i Característica de la gráfica de y = tan 

: valores excluidos 
.„ =270%, -90%, 

,270%, 450%, ... 


: 1. El dominio es el conjunto de los números reales excluyendo los valores 
90° (2n + 1), n: número entero. 


: 2. El rango es el conjunto de los números reales. 
: 3. El período es 180°. 


: 4. La gráfica se acerca a las rectas Y = 90° (2n + 1) 
(n: número entero) sin límite. 


£ En este sentido se dice que las rectas 9= 90% (2n + 1) son asíntotas de la gráfica. 


Unidad II + Lección 4 + Clase 2. La gráfica de tangente, secante, cosecante y cotangente 


Dese cuenta que las asínto- 
tas aparecen cuando tan0 
no está definida para ese 
valor de 0. 


Unidad II e Lección 4 e Clase 2. La gráfica de tangente, secante, cosecante y cotangente 


El período es 180% porque 
los radios colineales dan el 
mismo valor de tan6. 


Clase 2 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


Grafica de y = sec 
y = csc0 y y = cot 
(15min) 


Abajo se muestran las gráficas de secante, cosecante y cotangente. 


El punto es que cuando 


; n 1 
el número positivo z 
se acerca a 0, el valor 


— aumenta y si x es 


negativo entonces — 
1 


es negativo y 
menta. 


au- 
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Unidad Il. Lección 4. Objetivo: Entender las gráficas de y = ksen0 y y = sen0 + ben 
Clase 2 relación con la de y = sen6. 


(Continuación) 


Clase 3 


(Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: Ejercicio 4.3, 4.4 


QD 
N Ejercicio 4.2 
(10min) Solución 


(n: numero entero) X Ejercicio 4.2. Encuentre: a) Dominio, b) Rango, c) Período, d) Asínto- 
y = secó tas de las gráficas anteriores (secante, cosecante y cotangente). 


a) (0: 90° (2n— 1) < 0 
< (2n + 1) 90°} 
b) (y: y <-1, 1<y) 


Clase 3. Amplitud y desplazamiento vertical 


c) 360% ¿ rango. 270° 
d) 0 = 902 (2n + 1) add y? ] 3 
y= csc 
a) {0; 180°7 < y < 180° 
(n + 1)) 
b) v; y <-1, 1< y) 
c) 360° Í Período: 360° Rango: [-2, 2] nl 
d) 0 - 180°n Multiplicar por 2 el valor de y significa ampliar la grafica 2 veces enta llama amplitud 
dirección del eje y. i 
y = cotO ampliar k veces 
a) 10: 180%, <y< 1802 y=sen0 verticalmente y =ksen0 (k>0) 
(n + 1)) Rango; [-k, k] 
b) El conjunto de los A 
5 & Ejercicio 4.3. Haga la gráfica y encuentre el período y el rango. 
numeros reales R. a) y = 3senð b) y = 2cos0 c) y =—-2sen0 a) y=-2 cos0 
c) 180° 
d) 0 = 180°n y: Ejemplo 4.2. Haga la gráfica de y = sen0 + 1 y encuentre el período y 
el rango. 
[Hasta aquí Clase 2] ¿ y 270° 
E i -1 
[Desde aquí Clase 3] 
[A] 
Y Ejemplo 4.1 
(10mi n) A Período: 360° Rango: [0, 2] 


Cuando se dibuja la gráfi- 
ca de y = seno y =cos6, 
basta tomar puntos don- 
de la coordenada y tiene 
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% O 
el valor de -1, 0 y 1. S Ejercicio 4.3 (13 min) Véase solución en página 130. 
En la tabla la parte mar- [B] 
cada con la línea gruesa se 
es fundamental. Q: Ejemplo 4.2 (10 min) 
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Objetivo: Entender la relación entre la gráfica de y = sen0 y Unidad Il. Lección 4. 
y =sen(0-— q). Clase 3 
(Continuación) 


Clase 4 


(Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: Ejercicio 4.6 


CG 

SK Ejercicio 4.4 
(12 min) Soluciones 
a) 


Sumar 1 al valor de y significa desplazar la gráfica 1 hacia arriba. 


Si b < 0, entonces el 
y=senð +b desplazamiento es ha- 
Í cia abajo. 


desplazar b 


y=seng hacia arriba 


Rango; [-1 + b,1 + b] 


«e Ejercicio 4.4. Haga la gráfica y encuentre el período y el rango. 
a) y = senO+ 2 b) y =c0s0 +1 
c)y=sen0-1 d) y =cos0-2 


SX Ejercicio 4.5. Haga la gráfica y encuentre el período y el rango. 
a) y = 2sen0- 1 b) y =-2c0s0 + 1 


Clase 4. Desplazamiento lateral 


Período: 360° Rango: [0, 2] 


Q: Ejemplo 4.3. Haga la gráfica de la función y = sen(0 — 60°) y encuen- 
tre el período, el rango y el intercepto en y. 


270° 
-1 


+ +— 
450° 510° 340° 
A 


N 


Sen (-60°) =- 


Restar 60° de 0 significa desplazar 60° hacia la derecha. Se llama también des- 
fase. 


desplazar al Si a < 0, entonces el , . ES A 
rn hada la derena? >= Sen(0= a) desplazamiento es las Período: 360° Rango: [-3, -1] 


cia la izquierda. 


& Ejercicio 4.5 
Unidad N e Lección 4 » Clase 4. Desplazamiento latera! | 109 (Tarea en casa) 
Solución 

Véase página 130. 


LO Ejemplo 4.3. (15 min) 
Es importante entender el despla- [Hasta aquí Clase 3] 
zamiento en relación con la tabla. [Desde aquí Clase 4 
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Unidad Il. Lección 4. Objetivo: Entender la gráfica de y =senk0 y y = senk(0— a) y 
Clase 4 su período en relación con la de y = sen6. 


(Continuación) 


Clase 5 


(Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: Ejercicio 4.8, Ejercicio 4.9 


La teoría general de des- 
plazamiento se tratará 
en Mat III Unidad Il. 


SX Ejercicio 4.6. Haga la gráfica y encuentre el período, el rango y el 
intercepto en y. 


SÍ . Sua a) y =sen(0- 45°) b) y = cos(0 - 30%) 
M~ Ejercicio 4.6 c) y =tan(9- 60°) d) y = sen(9 + 60°) 
(15 min) Solución e) y = cos(0 + 45°) f) y = tan(0 + 30°) 


a) yA oOo B 
SX Ejercicio 4.7. Haga la gráfica y encuentre el período, el rango y el a) Primero haga la grá- 
intercepto en y. fica de y = 2sen0, luego 
a) y = 2sen(0-— 30°) b) y =-2 cos(0 + 45%) + 1 desplácela. 


Clase 5. Multiplicar 0 


! rango. 
. -2 A 
! Solución: y 

: 1+ 


180%270* 
0 |-1 


Período: 360% 


C 
) Multiplicar O por 2 significa reducir la gráfica + en el eje x. 


f 

i mE EEE TER 

' reducir P Si 0<p< 1, entonces la 
, E y=sen0 hacia el eje y y =senp0 (p>0) gráfica se estira. 
f 

f 


i 360° E 
Período: P Si p > 1, entonces se 


encoje. 


Período: 180° Rango: (-oo, oo) 


o 
SK Ejercicio 4.8. Haga la gráfica y encuentre el período y el rango. 


Incisos d), e) y f) Véase a) y = sen30 b) y = sen? c) y = cos20 d) y= cos Ê 
pág. 130. 


P 110 Unidad II + Lección 4 + Clase 5. Multiplicar O 
20 

N Ejercicio 4.7 
(15 min) Solución 


Véase página 130. N: 
VAG 19: Ejemplo 4.4. (15 min) Explique la gráfica relacionada con la tabla. 


RO 
[Hasta aquí Clase 4] SS Ejercicio 4.8. (15 min) Solución véase página 131. 


[Desde aquí Clase 5 
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Objetivo: Entender la manera sintetizar lo aprendido para 
dibujar la gráfica de y = ksen (PO + a). 


Evaluación: Ejercicio 4.10 


Q: Ejemplo 4.5. Haga la gráfica de y = sen2(0 — 60°) y encuentre el pe- 
ríodo, el rango y el intercepto en y. 


0 175° | 240° 
0- 60° 135° 180 4 
2(0- 60°) | 0° 270°1360°|/* > 


Y 602 Período: E = 180% 


Rango: [-1, 1] 


NEI 


X Ejercicio. 4.9. Haga la gráfica y encuentre el período, el rango y el 
intercepto en y. 


a) y = sen 3(0- 20°) b) y = sen 4 (0+ 459) 


c) y = cos 2(9- 60°) d) y = cos 4 (8 + 135°) 


Clase 6. Gráfica (forma general) 


Q Ejemplo 4.6. Haga la gráfica de y = 3sen(20— 60°) y encuentre el pe- 
ríodo, el rango, el intercepto en y los interceptos en 6. 


iy =sen8 > y = 3sen0 Ampliando por 3 verticalmente 


> y = 3sen20 Reduciendo por + hacia el eje y 
> y =3sen2(0- 30°) Desplazando 30° hacia la derecha 


Por lo tanto, se tiene la gráfica siguiente: 


Unidad II + Lección 4 + Clase 6. Gráfica (forma general) 


Que entiendan el orden: 

y = senð > y = ksenO 

0 e: . > y = ksenpO 

Q: Ejemplo 4.6. (15 min) > y = ksenp (0-a) 


[Desde aquí Clase 6] 


! [sen2(9-60%)| 0 Intercepto en y: (0, - Sen(-1209) =- 


— A 
Cambie a la forma en 
y=ksen p(0- a) 


111 


Unidad Il. Lección 4. 
Clase 5 


(Continuación) 


Clase 6 


(Continúa en la siguiente página) 


Q Ejemplo 4.5 

(15 min) 

Se efectúa el desplaza- 
miento lateral por último. 


Ga C) 

& Ejercicio 4.9 
(Tarea en casa) 
Solución 


P: 720° R:[-1,1] 
ly: (0, sen22.5°) 


P: 1080% R: [-1, 1] ly: (0,4) 


[Hasta aquí Clase 5] 
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Clase 6 


(Continuación) 


QD 

N Ejercicio 4.10 
(30 min) Solución 
(n: número entero) 


a) y = 2 sen3(0- 20°) 


P: 120° R:[-2, 2] 
Intercepto en 0: 20° + 60°n 


b) y = 3 cos2(0 + 30°) 


yA 
31 


P: 180° R:[=3, 3] 
Intercepto en 0: 15° + 90% 


c) y =-3 sen2(0 + 30°) 


P: 180° R: [-3, 3] 
Intercepto en 0: 60° + 90°n 


d) y =-2 cos3(0 — 40°) 


yA 
27 


P: 120% R:[-2,2] 
Intercepto en 0: 10° + 60°n 


: Período: 360° =180° Rango: [-3, 3] 


3/3, 
2 


+ Intercepto en y: (0, - == 


€ Intercepto en x: 30° + 90% n (n: número entero) 


Xx Ejercicio 4.10. Haga la gráfica y encuentre el período, el rango, el in- 
tercepto en y y los interceptos en 6. 

a) y = 2sen(30- 60°) b) y = 3cos(20 + 60°) 

c) y = -3sen(20 + 609) d) y =-2cos(30- 120%) 
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126 Unidad II e Lección 4 + Clase 6. Gráfica (forma general) 


90° es la mitad del pe- 
ríodo. 


P: 360% 


. a)y=-2sen 3 


Ejercicios de la lección 


Dibuje la gráfica y encuentre el período (P), el rango (R) y el intercepto en 
y (ly). 


1. a) y = 4senO 


c)y=- 4 senO 


.a)y= + sen0-1 


. a) y =-sen(0- 45°) 


c) y = tan (0 + 45°) 


e) y = csc (0 — 60°) 


0 


c) y = sec30 


.a) y = 3sen2(0 + 30) 


c) y =-3sec20 


e) y = cot3(0 + 10%) 


A a) y =-2sen(39+ 30°) 


c) y = 3sec( + 8 + 30°) 


P: 180° 


© 


R: (=oo, eo) Iy: (0, 1) 


R: [4, 4] ly: (0, 0) 


Unidad Il. Lección 4. 


Ejercicios de la Lección 
Soluciones 


P:360% R: [-5, 5] ly: (0, -5) 


3 


P: 360% R: [-3, 4] 1y: (0, 0) 


b) y =-5cos0 Clase 3. Ejemplo 4.1 d) 
d) y= 4 cos8 ¡NY 


b)y=-3 cos9+1 Ejemplo 4.2 


b) y =-2 cos (0 + 60) + 1 Clase 4. Ejemplo 4.3 


d) y = sec (0 - 30°) 


f) y = cot (0 + 30°) J a) 


b) y = 3 cos g Clase 5. Ejemplo 4.4 


+ | ! ! — 
d) y = csc20 -90 o° 90° 180° 270° 360° f) 


bìy=å A. 90-602 Ej lo 4.5 
) y = 4cos $ (09-607) Jemplo P:360% R:[-3,-5] ly: (0, -1) 
d) y = 3csc2(0 + 30°) 


yA 
aL 
b) y = 3 cos (20- 30%)- 1 Clase6. Ejemplo 4.6 
+ | | | | > 
d) y =-cot(30-— 150°) -90° foe 90° 180° 270° 360° Y 
-14 


P:360° R: [4,3] 1»: (0, 3) 
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3. d), e) y f) Véase página 131 b) y 
4. Véase página 131 

+ | > 
5. Véase página 131 dl isis dis 
6. Véase página 132 P: 360% R:[-1,3] ly: (0, 0) 
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Unidad Il. Lección 4. 1.a) b?=c2+a?-2cacosB =4,b=2 
Problemas de la Unidad cosC= @ +b -e = -4, C=120°, A =180°-(B + C) = 15° 
Soluciones 2ab 

b) a? = b2 + cœ? — 2bc cosA = 1,a = 1 


2. El área del AABD 
= 1 (AD)(AB)sen 4 


El área del AACD 

= 4 (AD)(AC) sen 4 
Por lo tanto, la razón 
de las áreas es AB:AC. 
Por otra parte, to- 
mando BD y DC como 
base de los triángu- 
los, se sabe que esta 
razón es BD:DC. 
Luego BD:DC = AB:AC. 


3. 
> 
X 
BC = BA - CÀ 
= (c cosB, 0) 
=-(b cos(180° - C), 0) 
= (c cosB + b cos C, 0) 
Como a = 18€] y el 


componente x del BÉ 
es positivo, se tiene 
que a = c cosB + bcosC. 


4. Véase página 132. 
5. Véase página 132. 


Problemas Unidad B 
Véase página 133. 


Como b= a, B = A = 30°. C = 180° — (A + B) = 120° 


Unidad II Lección 3 y 4. Problemas de la Unidad A 


1. En el AABC 
a)B=45%,c= V6 ya= /3 -1. Encuentre b, A y C. 
b)4=30%b=1yc= /3 . Encuentre a, B y C. 


. Demuestre que en el AABC, la bisectriz del ZA 
divide al BC en la razón de AB: AC. 


. Demuestre que en el AABC se tiene que 
a = b cotC + c cosB. 


. Dibuje la gráfica y encuentre el período, el rango y el intercepto en y. 


a) y = sen(20- 90°) 
c) y = tan(180° - 30) 


b) y = cos(30 + 90°) 


. Encuentre la ecuación de la gráfica obtenida como lo siguiente. 
a) Desplazar la gráfica de y = sen6, 60° hacia la izquierda. 
b) Desplazar la gráfica de y = cos0, 2 hacia abajo. 


c) Ampliar verticalmente por 3 la gráfica de y = sec6. 


d) Reducir por 4 la gráfica de y = csc0 hacia el eje y. 


e) La gráfica que es simétrica a la de y = sen0 con respecto al eje x. 


Unidad II Lección 3 y 4. Problemas de la Unidad B 


1. a) Demuestre que si 0° < A < 180°, 0° < B < 180° y 
A + B < 180°, entonces senA < senB <> A < B 
b) Demuestre que en el AABC se tiene que A < B <= a<b 


2. En el AABC, sena: senB: senC = 13:8:7. Encuentre A. 


3. a) Demuestre que en el AABC, se tiene que 
sen?A = sen?B + sen?C — 2senB senC cosA. 


b) Utilice la igualdad de a) y encuentre sen75° y cos75° 


4. Demuestre que la gráfica de y = cosO se obtiene desplazando la de 


y = sen0, 90° hacia a la izquierda. 


114 Unidad II + Lección 3 y 4 + Problemas de la Unidad 


128 Unidad II e Lección 4 e Problemas de la Unidad A, Unidad B 


Compare las áreas de 
AABD y AACD. 


Aplique el teorema 3.4. 


Aplique las fórmulas 
aprendidas en Mat I 
Unidad II 


En b) utilice la ley de los 
senos y aplique a). 


Aplique la ley de los se- 
nos y convierta la rela- 
ción en la de a, byc 


Unidad ll. Lección 3. Clase 9. *Ejercicio 3.10 Pág. 117 


cosC= 4&2 +b? -c — senC= = poe? P. | ARDE? 
y e E 


= 75 abi (a+ b- 02)? 


7 Qabra+ baaa bic) 


3 Marb Na He (ab Y) 


= 5 MatbroNarb=cXeta=bXec-a+b) 


5-20 25-20) = 2/60 6-D 6-3 


Luego = Sab senC= /s(s—a)(s—b)(s—c) 


Unidad Il. Lección 3. Ejercicios de la Lección. Pág. 118. Soluciones 
5.a) a?< b2 + c2, b2<c2+ a? y c2<a?+b? acutángulo 

b) c2> a2+b? obtusángulo 

c) c2?=a?+b? rectángulo 


d)c2>a?+b? obtusángulo 


1 1 1 
6a) S= 5 besenA= =x4x5x -F =542 
) 2 2 5 
b) S= LcasenB= $ x6x14x 5 =21 


1 2/6 


- æ+b-e -+ — A 
c)cosC= ALPES = 5, senC = /1—cos?C = 5 


2 
S = ab senC = $ x5x6x 


/55 3/55 
T 4 


S= 3 x3x 2 


LE 6/8 A 
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Unidad Il. Lección 4. Clase 3. Ejercicio 4.3. Pág. 122. Solución. 


Período: 360% Rango: [-2, 2] Período: 360% Rango: [-4, +] 


Unidad Il. Lección 4. Clase 3. Ejercicio 4.5. Pág. 123. Solución. 


-2 
Período: 360° Rango: [-3, 1] Período: 360° Rango: [-1, 3] 


Unidad Il. Lección 4. Clase 4. Ejercicio 4.6. Pág. 124. Solución 
(Continuación). 


L> 
0 


Período: 360% Rango: [-1, 1] Período: 360% Rango: [-1, 1] Período: 180° Rango: (-oo, co) 


Unidad Il. Lección 4. Clase 4. Ejercicio 4.7. Pág. 124. Solución. 
b) yA 


Período: 360% Rango: [-2, 2] Período: 360% Rango: [-1, 3] 
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Unidad Il. Lección 4. Clase 5. Ejercicio 4.8. Pág. 124. Solución. 


Período: 180 Rango: [-1, 1] Período: 1080 Rango: [-1, 1] 
Unidad Il. Lección 4. Ejercicios de la Lección. Pág. 127. Soluciones 


U 


I l 

l | 

| | 

I I 

| I 

| | 
+ 4 Ponana anaE 
poo foe 190°. 180° 1270 Y 

I I 

l | 

l l 

I I 

| | 

l | 


3) (continuación) 


"W 


o° 90 


e) y^ 


1 


-90° 


l 

| 

| 

I 

l 

| 
' ES 
180° 2708 6 

l 

| 

| 

I 

| 

| 


P: 360% R(y;y<-1) P: 360% R: {y; y <-1) 
U (y 1<y) Ut; 1<y) ly: (0, V3) 
ly: (0, A) ly: (0, -) 


b) yA c) q, 
W 
[ i 
i 
+ + > + + > 
e 360% 5#0° 720° 0 e 0° 30° ° 0 
=1 
i 
i 
P: 1080° R:[-2, 2] ly: (0, 0) P:720% R:[-3,3] Iv: (0, 3) l 
P: 120% R(y;y<-1) P: 180% R(y;y<-1) 
U(;1<y) U(;1<y) 
ly: (0, 1) ly: No existe 
rA u i 
DaN: | | 
o s 
ES i 
1 l ll 
| + + } {> 
Da 0° an 902 de 180° y 
N 
i i i 
P: 180° R:[-3,3] I: (0, 3v3) P: 720° R:[-4,4] ly: (0, 2v3) i i i 


P: 180° R:(=0o, 3] U [3, œ] ly: (0, -3) 


Unidad II e Lección 3 e Ejercicios de la lección 131 


Unidad Il. Lección 4. Ejercicios de la Lección. Pág. 127. Soluciones 


LO? 


5) (continuación) 


NO 


+ + + + |> 
“l a 0° 45° 90° 135 180° 0 
l 
l 
l 
\ NN l 
P: 180% R: (-oo, -3] U (3, œ) Iy: (0, 2/3) P:60% R:(-œ, œ) Iy: (0, 43) 


6) 
a) y =—2sen 1 (0+ 90%) b) y = 3cos2(0-— 15) — 1 c) y = 3sec2 (0+ 60°) d) y = —cot3(0 — 50°) 


2 
i yA 
yA 
2 


l l 
l l 
l l 
l l 
l l 
l l 
+ T | + + > > 
450 0 pe f 180° Y +240° 0° 1120° 1480° 0 
l l 
l l 
l l 
l l 
I l 
l l 


-3 


P: 1080% R: [-2, 2] ly: (0, -1) P: 180% R:[-4, 2] \ D 
Iy: (0, 3v3 -1) P: 720° Ri»; y <-3} 
U (y; 3 <y} e 
ly: (0, 243) ly: (0, = V3) 


Unidad Il. Problemas de la Unidad A. Pág. 128. Soluciones (Continuación) 
4.a) y = sen(20— 90°) = —sen(90* — 20) = —cos20 b) y = cos (30 + 90°)= —sen30 


Período: 180° Rango: [-1, 1] Período: 120% Rango: [-1, 1] 
Intercepto en y: (0, -1) Intercepto en y: (0, 0) 


c) y = tan(180* — 36) = tan(-30) = —tan30 
1 A 1 1 


Período: 60% Rango: (-eo, oo) 
Intercepto en y: (0, 0) 


5. a) y = sen(0 + 60°) b) y = cosg— 2 c) y = 3sen0 d) y = csc20 e) y = -sen0 
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Unidad Il. Problemas de la Unidad B. Pág. 128. Soluciones 


1. a) SIA < B, entonces 0° < 4 < 90%, como A + B < 180° el punto 
que corresponde a B queda en el arco PQ excluyendo los ex- 
tremos. Luego send < senBb. 

Si B < A, de la misma manera se tiene que senB < send. 


Si A = B, entonces senA = senB. Luego si send < senB, enton- 
ces ni B <A ni A = B son posibles. Por lo tanto, se tiene que 
send <senB => A < B. 


b) sea R el radio de la circunferencia circunscrita. 
A < B <= senA < senB 


TEA “<= a<b 


2. Send : senB : senC = JR : b ; JR =a:b:c 


Por lo tanto, existe un número real r tal que a = 13r, b = 8r y 

c=71r. 

Luego cosd = P?+c%—bc -= (8r)2+(75)?=(13r)? 1 A =120° 
2ac 2(8r)(7r) 2 


3. a) Sustituyendo a = 2R sena, b = 2R senB y c = 2R senC en a? = hb? + c2 — 2bc cosA y luego dividiendo 
ambos lados entre 4R?, se obtiene la igualdad. 


b) Sustituyendo A = 75°, B = 60° y C = 45, se tiene que sen?75° = 2 z -5 c0s75°. 


/6 


Como sen275* = 1 — cos275°, se tiene que cos275* — 7 C0s75° + 1 =0. 


6 6+y2 
Las soluciones de x? — de + 4 =0 son x= SL 


v6+/2 2/2 _ 1 i 
4 4 Ja 72 
cos75* = A Luego sen75* = A R pana 2 deta 


Como y cos75° < cos45° = 


4. y=cos0=sen(0+909). La gráfica de y = sen(0 + 90°) se obtiene desplazando la de y = sen6, 90° hacia 
la izquierda. 
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Matemáticas II 


Unidad III 


1. Competencias de la Unidad 


Estadística 


1. Desarrollar los conceptos de estadística población y muestra. 


NOSON 


2. Relación y Desarrollo 


Matemáticas 82 


Organización y presentación de datos 
Tablas de frecuencia 
Histogramas y polígonos de frecuen- 
cia 
Medidas de tendencia central de 
datos no agrupados 


Matemáticas Il 


Unidad IlI 
e Lección 1: Muestras 


e Lección 2: Medidas de tendencia 
Central 


e Lección 3: Medidas de dispersión 


Recolectar y organizar datos estadísticos. 

Interpretar y comunicar información presentada en las tablas y gráficos. 

Calcular las medidas de tendencia central de datos en frecuencia simple y agrupada. 
Calcular las medidas de dispersión para datos en frecuencia simple y agrupada. 
Calcular las medidas de dispersión para datos en frecuencia simple y agrupada. 
Valorar la importancia de la estadística en la realidad. 


Matemáticas 92 


Manera de contar 
Probabilidad 


Matemáticas III 


Unidad Ill: Probabilidad 
e Lección 1: Conteo 
e Lección 2: Probabilidad 


Unidad III e Estadística 135 


3. Plan de Estudio de la Unidad (14 horas) 


1. Muestras 1 Términos estadísticos Población, muestra, 
variable, dato, 
2,3y4 Tipos de muestra Probabilística Aleatorio 
1 


5y6 Tablas de frecuencia Frecuencias, 
Datos en frecuencia simple y | clase o intervalo 
datos agrupados 

7 Histogramas y polígonos de | Histograma, polígono 
frecuencia 


2. Medidas de y 2 Media aritmética 
tendencia Limites(Li, Ls), marca de 
central clase (Xm) 

3 Mediana y moda Clase de la media, clase 
modal 
Ejercicios de la lección 
3. Medidas de 1 Rango Dispersión 
dispersión da ' oa 
p 2,3y4 Desviación absoluta media, | Desviación absoluta, va- 
varianza y desviación estándar rianza, desviación están- 
dar 
Ejercicios de la lección 


Puntos de lección 
Lección 1: Muestras 
La estadística es una de las áreas fundamentales en la matemática que nos permite conocer el 
comportamiento de ciertos fenómenos y esta ocupa un papel importante en la investigación, ya que 
permite organizar e interpretar los datos que se obtienen, y poder hacer predicciones o toma de decisiones. 


Debido a tal importancia es necesario que los estudiantes conozcan un poco sobre esta área por lo 
que en esta lección se trata de tener un acercamiento tratando de definir los términos básicos pero 
de mucha importancia de la estadística (población, muestra, variables, datos etc.) con el propósito de 
poder identificarlos o seleccionarlos al momento de hacer una investigación. 


Adicional a ello se trata de clasificar y definir los tipos de muestra que existen proponiendo ejemplos 
sencillos en donde se aplica. 
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En una investigación cualquiera se obtendrán datos estadísticos ya sea de poblaciones o muestras por 
lo que es importante que los estudiantes puedan trabajar con ellos, ordenarlos organizarlos en tablas, 
gráficos diagramas etc. para poder lograr una mejor interpretación y comprensión de ellos. Uno de los 
métodos que se propone es la tabla de frecuencia, los histogramas y polígonos de frecuencia lo que les 
permitirá observar la tendencia de los datos, identificar rápidamente cual es la clase de mayor o menor 
frecuencia, obtener la media, mediana y moda para poder comparar distribuciones. 


Lección 2: Medidas de tendencia central 


En esta lección se abordará las medidas de tendencia central para datos agrupados, sin embargo se 
calculará solo la media y en el caso de la mediana y la moda bastará con que identifiquen el intervalo 
que las contiene, ya que se considera que para su cálculo se requiere de mucha información la cual no 
es necesaria en este curso, por lo que se espera que en cursos posteriores de estadística aprendan a 
calcular. 


Para el cálculo de la media se proponen dos maneras, las cuales el docente debe analizar con anticipación 
y decidir cuál es la más conveniente a utilizar en la clase, esto con el objeto de facilitar el proceso de 
aprendizaje de los estudiantes. 


Lección 3: Medidas de dispersión 

En cursos anteriores los estudiantes ya aprendieron como calcular las medidas de tendencia central 
para datos no agrupados (9% grado), estas se utilizan con la intención de representar todos los valores 
de los datos con un solo valor, sin embargo cuando se trazan los polígonos de frecuencia de dos grupos, 
puede ocurrir que la forma de la dispersión de los datos sea diferente aunque la media, mediana y 
moda sea igual, lo que significa que para una toma de decisiones o interpretación de estos se vuelve 
insuficiente solo las medidas de tendencia central por lo que es necesario estudiar un poco más la 
dispersión de los datos. 


En esta lección se estudian los valores típicos que representan las medidas de dispersión; el rango que 
denota la diferencia entre el dato mayor y el dato menor de una distribución y al hacer la comparación 
entre dos distribuciones que tienen las mismas medidas de tendencia central se da que el rango es 
diferente, por lo que cuanto mayor es el rango los valores de los datos están más dispersos. Sim embargo 
se puede presentar el caso de distribuciones que poseen el mismo rango hay casos en que los datos se 
dispersan de la media y otros se concentran alrededor de la media. 

Para distinguir estos grupos se utiliza la desviación absoluta media la cual es la media de las distancias 
entre los valores y la media de los datos. Además de ello se calculan otros valores llamados varianza y 
desviación estándar. Cuanto mayor es el valor de estos valores mayor es la dispersión de los datos de la 
media. 
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Unidad lll. Lección 1. 


Clase 1 


(Continúa en la siguiente página) 


[A] 


Q Ejemplo 1.1 

(10 min) 

Presentación del proble- 
ma y análisis del mismo 
M: ¿De qué trata la situa- 
ción Problemática? 

RP: De una entrevista que 
hace una universidad a 
un colegio 

M: ¿Cuántos estudiantes 
tienen el colegio? 

RP: 300 

M: 300 representa el to- 
tal de estudiantes que 
tiene el colegio y a este le 
conoce como población. 
M: ¿Cuántos estudiantes 
entrevista la universidad? 
RP: 60 

M: 60 es un porcentaje 
del total por lo que a este 
dato se le conoce como 
muestra. 

M: ¿Para qué va entrevis- 
tar la universidad? 

RP: para conocer la pre- 
ferencia de la carrera que 
desean estudiar 

M: A este elemento que de- 
sean conocer de la muestra 
se le llama variable. 


Concluye: 

Definición 1.1 
Clasifica la población 
Definición 1.1.1 
Definición 1.1.2 


Concluye definición de 
muestra 


Definición 1.2 


138 


Objetivo: 
dística. 


[A] Definen los términos básicos utilizados en esta- 


Identifican y clasifican términos básicos utilizados 


en la estadística. 


Evaluación: Ejercicio 1.1 


Lección 1. Muestras 


Clase 1. Términos estadísticos 


: Q: Ejemplo 1.1. Un Instituto de educación media cuenta con 300 estu- : 
: diantes del último año de bachillerato, una universidad desea conocer las : 
: profesiones que los estudiantes quieren estudiar y deciden entrevistar el : 


i 20% de los estudiantes. 

! a) ¿Cuántos estudiantes de último año tiene el instituto? 
Í b) ¿Cuántos estudiantes entrevistará la universidad? 

! c) ¿Que desea conocer la universidad en la entrevista? 


Í Solución: 
a) 300 estudiantes 
A este conjunto de elementos se le llama Población. 


300x20 _ 
b) “iog =60 


60 estudiantes ———> es el 20% de 300 
: El conjunto de estudiantes que se van entrevistar se le llama muestra. 
i c) Profesión que elijan estudiar : 
: Ala información que se quiere obtener de la muestra se le llama variable. ; 


De lo anterior se definen los siguientes términos: 


ES 
A los términos: pobla- 
ción, muestra y varia- 
bles se les conoce como 
términos estadísticos. 


Definición 1.1 Población 


Conjunto de elementos claramente definidos en el tiempo y el espacio 


de los cuales interesa obtener información y llegar a conclusiones. 


La población puede estar compuesta por personas, animales o cosas. 


Estas pueden ser finitas o infinitas. 


Son ejemplos de pobla- 
ción finita: 
Número de estudian- 


Definición 1.1.1. Población Finita 


población. 


Es aquella que se puede contar físicamente cada elemento de la 


e tes en una escuela, nú- 


mero de hospitales en 
una ciudad, número de 
personas en un pueblo, 


e cantidad de bacterias en 


Definición 1.1.2. Población Infinita 


limitados. 


Es aquella en la que no es posible contar físicamente los elementos 
que pertenecen a la población, es decir cuando los elementos son 


una sustancia. 


Ejemplo de poblaciones 
infinitas: 


Número de estrellas, 


Definición 1.2. Muestra 


respecto a la población de donde procede. 


Es un sub conjunto de la población de interés que comparte las 
mismas características, con las que se pretende realizar inferencias 


e arena en el mar, número 
de peces en el mar, etc. 


La muestra debe ser re- 
presentativa significati- 
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* Es importante que el docente pro- 
porcione algunos ejemplos de po- 
blaciones y muestras para que los 
estudiantes se den cuenta que la po- 
blación puede estar compuesta por 
objetos, animales, cosas, sustancias 
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va y confiable. 


etc. que tengan las mismas caracterís- 
ticas y dependiendo del estudio que 
se quiera hacer. 

* Deben identificar la diferencia entre 
una población y una muestra. 


Objetivo: [B] Identifican y clasifican términos básicos Clase 1 
(Continuación) 


utilizados en la estadística. 


Evaluación: Ejercicio 1.1 


(Continúa en la siguiente página) 


Definición: 1.3 Variable 


Característica que es de interés para el estudio en cada elemento de 


la población. 


Ejemplo de variables: 
edades, estaturas, pe- 


Las variables según su naturaleza pueden ser: 


* Cuantitativas 
* Cualitativas 


so, calificaciones, tipo 
de sangre etc. 


0 
Definición 1.3.1. Variable Cualitativa 


de la población o muestra. 


palabras. 


es 


B 
Es la variable que representa cualidades o atributos de los elementos — g 


Un atributo puede ser 


Esta variable no se representa con números se expresa mediante dividido en modalida- 


des. 
y 


* Una variable cualita- 
e. tiva puede ser: ordinal 


Definición 1.3.2. Variables Cuantitativas 


Son las que se expresan mediante números, es decir que las 
características de la población o muestras son números. 


o nominal. 


Variable ordinal: deno- 


población o la muestra. 


Las variables sirven para representar datos de los elementos de la ta un orden siguiendo 


algún criterio. 
Ejemplo: concursos, com- 


Definición 1.4. Dato 


de la muestra. 


petencias, posiciones. 


Es el valor de la variable asociada a un elemento de la población o 


Variable nominal: 
Solo se admiten nom- 


Los datos se pueden clasificar en: 

Datos cualitativos: Datos nominales 
Datos ordinales 

Datos cuantitativos: Continuos 
Discretos 


E Ejemplo 1.2. En la encuesta que se aplicó en el Ejemplo 1.1 se re- 
: quiere obtener los siguientes datos: Edad, sexo, religión, peso, estatura, ; 


bres a los datos y no 
implica ningún orden. 
Ejemplo: idioma, reli- 
gión, estado civil, sexo, 
etc. 


* Una variable cuanti- 
tativa puede ser: 
Continua o discreta. 


: carrera a elegir, ingreso familiar, número de miembros de la familia. 


f Clasifique las variables de acuerdo a su tipo. 


: Solución: 


Variable discreta: 


Es en la que se repre- 


Variable Cualitativa Variable Cuantitativa ; sentan las característi- 


Nominales: Discreta: : 
Sexo: Edad, número de miembros de la |! zando números enteros. 
Religión, carrera a elegir. familia. : 


cas de la muestra utili- 


Ejemplo: número de 


Ordinales: Continua: peso, estatura, 
ingreso familiar. 


alumnos, número de 
hospitales, número de 
profesores, etc. 


Los datos se clasifican de acuerdo al 
tipo de variable: nominales, ordina- 
les, discretos y continuos. 


X) Ejemplo 1.2. (5 min) 
Presentar el ejemplo en la pizarra 
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pedir a los estudiantes que identifi- 
quen la muestra, población, y las va- 
riables 

M: ¿Qué tipos de datos recolectará 
cada variable? 

RP: Nominales, discretos y continuos. 


Definición 1.3 

(5 min) 

*Proponen algunas si- 
tuaciones que se pueden 
investigar en un grupo de 
personas 

RP: Edad, sexo, religión, 
estatura, deporte favori- 
to, color favorito, comida 
favorita etc. 

Concluye: cada una de 
las situaciones anteriores 
son variables. 

M: ¿Cómo serán los da- 
tos que se obtendrán de 
cada variable? 

RP: algunos números y 
otras palabras o frases. 
Concluye en los tipos de 
variables. 


[B] 

Definición 1.3.1 

(10 min) 

Las variables cualitativas 
se pueden clasificar en 
ordinales y nominales. 
Definición 1.3.2 

Las variables cuantitati- 
vas se pueden clasificar 
en variables discreta y 
continua. 

M: Cuando se obtiene la 
información de las varia- 
bles en cada miembro de 
la población o muestra 
estos se llaman datos. 

M: ¿La variable estatura 
de que tipo es? 

RP: Cuantitativa continua 
M: El tipo de dato que re- 
cibe será continuo. 
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Clase 1 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


& Ejercicio 1.1 
(15 min) 
Supervisar el trabajo 3È Ejercicio 1.1. 

individual de los estu- 1. Determine la población y la muestra de las siguientes situaciones: 

dia ntes para verifica r la a) Pee A Eee dad favorito de los estudiantes, por lo que se realiza 
comprensión del tema. 

Si no hay tiempo sufi- 
ciente para terminar 
los ejercicios proponer- 
los de tarea. 

*Puede ser que una 


b) Una empresa fabricante de televisores desea hacer un control de calidad, por cada 100 televisores 
producidos, analizan 1, si éste está en óptimo estado o es defectuoso. 


c) Se desea conocer el peso, la estatura y el sexo de los niños nacidos en el hospital materno infantil 
en el año 2016, por lo que se hace una selección de 8 niños por mes. 


d) Una empresa de software quiere realizar un estudio en un instituto sobre el tiempo promedio 
que jóvenes entre 14 y 18 años invierten en internet, para diseñar un juego que se desarrolle en 


hora de clase no sea ese tiempo, para ello elige un instituto de educación media que cuenta con 1300 estudiantes y 
dió entrevistan el 25% de ellos. 
suficiente por lo que 
se puede extender dos . Identifique las variables que se utilizan en el ejercicio 1.1 y diga de que tipo son. 
horas de clase. . Dadas las siguientes situaciones determine el tipo de variable, escribiendo en el paréntesis. 
(1) Si es variable cualitativa. 
Solucio nes: (2) Si es variable cuantitativa discreta. 
1 a) Población: todos (3) Si es variable cuantitativa continua. 


a) La estatura de una persona. ( ) 


los estudiantes. 
Muestra: 10 estu- 


b) El número de identidad de una persona. ( ) 


c) El número de institutos en Tegucigalpa. ( ) 


dia ntes por a ula . d) El grado de escolaridad de los padres de familia de una escuela. (  ) 

b) Población: todos e) El número de estudiantes de excelencia académica de un instituto X.( ) 
los TV fa bricados. f) El estado civil de una persona de una comunidad X. ( ) 
Muestra: es uno g) El periodo de duración de una bombilla eléctrica. ( ) 


h) Los números que indican la posición de los autos en una carrera. ( ) 


de cada 100. 
c) Población: todos 


i) Los números que llevan las camisetas de los jugadores de un equipo. ( ) 


j) El ingreso mensual de los empleados de una empresa. ( ) 


los niños nacidos k) Precio de un artículo. ( ) 
en el hospital año 
2016. a) Clase social: 


. Escriba las modalidades en que se dividen las siguientes variables. 


č na b) Nivel de escolaridad: 
Muestra: 8 niños a Grupo sanguineo: 
por au la. d) Concurso de belleza: 
d) Población: 1300 EI RA Be ió 
estudia ntes. 5. Identifique los tipos de datos que se asocian en cada variable en el ejercicio 4. 
Muestra: 325 es- 
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2. a) Cualitativa 
b) Cualitativa 
c) Cuantitativa 


d) Cuantitativa 4. a) ordinal b) ordinal 5. a) Cualitativo b) Cualitativo 
c) nominal d) ordinal c) Cualitativo d) Cualitativo 
3. a)3 b)2 c)2 d)1 e) nominal. e) Cualitativo 


e)2 f)1 g)3 h)1 
2 j)3 k)3 
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Objetivo: [A] Clasifican los tipos de muestras probabilísticas 


y no probabilísticas. 


[B] Definen las características de las muestras 


probabilísticas. 


Evaluación: Ejercicio 1.2 


Clase 2, 3 y 4. Tipos de muestras 


Unidad Ill. Lección 1. 


Clase 2, 3 y 4 


Para seleccionar una muestra se debe delimitar las características de la [A] 
población, ésta evitará hacer inferencias o generalizaciones incorrectas 


en la población. 


Si se quiere hacer un estudio es poco favorable medir toda la población 
por lo que es importante seleccionar una muestra representativa. 


La muestra puede ser: 


Probabilística No probabilística [B] 


7 


Es importante definir 


las características de la 


Aleatoria 
Sistemática 


m 
Zo 
ga 
© E 
25 
< 


Estratificado 
Por racimos 
Sujetos 
voluntarios 


De expertos 


población y el tamaño 
de la muestra. 
Ejemplo 1.3 


Definición 1.5. Muestra Probabilística 


Es el tipo de muestra donde todos los elementos de la población tie- 
nen las mismas posibilidades de ser elegidos. A través de una selec- Tómbola para elegir la 
ción aleatoria y / o mecánica se eligen las unidades de la muestra. muestra. 


Observe que todos los 
estudiantes tienen la 


: Q: Ejemplo 1.3. Se tiene una población de 100 estudiantes y se quiere : misma probabilidad de 


: elegir 20. 


ser elegidos. 
Para seleccionar los ele- 


i Solución: Para elegir los 20 estudiantes se siguió el siguiente procedi- £ mentos de la muestra 
: miento, se enumeran del 1 a 100 todos los estudiantes, luego: se enumeran los ele- 
se introdujo en una tómbola los números y se sacaron al azar ' mentos de la población 
los números uno a uno hasta completar los 20. Í y se selecciona al azar 


los elementos que debe 


: A este tipo de muestra se le conoce como Muestreo Aleatorio Simple. — : contener la muestra. 


dos estadísticos para escoger los 
elementos de la muestra. 


Q Ejemplo 1.3. (10 min) 
*Presentar el ejemplo en la pizarra y 
pedirle a los estudiantes que propon- 
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gan formas de cómo pueden seleccio- 
nar la muestra. 

Observan en LE la forma de seleccio- 
nar la muestra y concluyen que a ese 
tipo de muestreo se le conoce como 
muestreo aleatorio simple. 


(Continúa en la siguiente página) 


[A] 

(15 min) 

M: Propongan ejemplos 
de muestras. 

RP: Proponen varios 
ejemplos. 

M: Aprovechar las opi- 
niones de los estudian- 
tes para concluir en 
la clasificación de las 
muestras en dos grupos 
probabilístico y no pro- 
babilístico. 

M: ¿Cuál es la diferencia 
entre una muestra pro- 
babilística y una no pro- 
babilística? 

RP: La muestra proba- 
bilística todos los ele- 
mentos de la población 
tienen la misma posibi- 
lidad de ser elegidos y 
se selecciona siguiendo 
procesos estadísticos 
sistemáticos. 

Mientras que la no pro- 
babilística se elige por 
conveniencia y los ele- 
mentos de la población 
no tienen la misma po- 
sibilidad de ser elegidos. 
Concluye en el diagrama 
del tipo de muestras. 


[B] 
Definición 1.5. (5 min) 
¿Qué significa que una 
muestra es probabilísti- 
ca? 
RP: Se emplean méto- 
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Clase 2, 3 y 4 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


Definición 1.5.1. (5 min) 


q Ejemplo 1.4 


(7 mi n) Definición 1.5.1. Muestreo Aleatorio Simple 
Es la técnica de muestreo en la que todos los elementos de la pobla- 
* Prese ntar el ejem plo ción tienen la misma probabilidad de ser seleccionados para confir- 


mar la muestra. 


en la pizarra y pedirle 
a los estudiantes que 


propongan formas de f elegir 15 de ellas como muestra. i 
como pueden seleccio- F Solución: Para elegir las 15 personas se utilizó el siguiente procedimiento: : 
nar la muestra. : — Primero se enumeran las personas o elementos. i 
; — Se establece una razón entre la población y la muestra de- i 
r . 120 _ : 
Observan en LE la for- ; sedes Tp =$ ; 
ma de seleccionar la : De cada 8 personas se elige una al azar, supóngase que en ; 
i la primera elección se obtuvo la persona N° 4, luego la se- i 
muestra y co ncluyen : gunda persona será la N°4+8 es decir la persona N° 12, lue- : 


que a ese tipo de mues- i go la N° 20, luego la 20 + 8 = 28 y así sucesivamente hasta i 


completar las 15 personas que conforman la muestra. 


treo se le conoce como 


muestreo aleatorio sis- 


temático. Definición 1.5.2. Muestreo Aleatorio Sistemático 
Es una variante del muestreo aleatorio simple, se aplica cuando la 
población esta listada en algún orden. 


Definición 1.5.2 Consiste en seleccionar un número aleatorio menor que N Nesel 
(3 min) observan el dia- total de la población y n total de la muestra y luego (n— 1) elemen- 
gra ma presentado en tos de la muestra se eligen agregando el primer aleatorio al entero 
él LE. 


A este tipo de muestreo se le llama Muestreo Aleatorio Sistemático. 


K obtenidos por K = nY así sucesivamente. 


[Hasta aquí Clase 2] 


[Desde aquí Clase 3] ¿distribuidos de la siguiente manera: 
X: i Mujeres Hombres 
MA Ejemplo 1.5 : Tiempo Completo 9 90 


(10 min) i | Medio Tiempo 63 18 
*Presentar el ejemplo 


en la piza rra y pedirle ¿Se pide una muestra de 40 personas tomando en cuenta las categorías ' 


+ antes descritas, para hacer un estudio de beneficios en la empresa. 
: ¿Cuántas personas por categoría se pueden considerar? 
i 


a los estudiantes que 
propongan formas de 
cómo pueden seleccio- PE E E 
nar la muestra. 
Observan en LE la for- 
ma de seleccionar la 
muestra y concluyen Concluye en la forma de cómo se 
que a ese tipo de mues- debe seleccionar una muestra es- 
treo se le conoce como tratificada. 

muestreo estratificado. 
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Y: Ejemplo 1.4. Se tiene una población de 120 personas y se quieren : 


¿y Ejemplo 1.5. En una empresa se cuenta con dos tipos de trabajadores: ! 
: Tiempo completo y medio tiempo, la empresa cuenta con 180 empleados : 


Muestra Aleatoria Simple 


ES 
1era persona: n° 4 
2da persona: 4 + 8 = 12 
3era persona: 4 + 8 +8 
=20 
4ta persona: 4+8+8+8 
= 28 
5ta persona: 4+8+8+ 
8+8=36 


15 


El muestreo aleatorio 
sistemático es parecido 
al muestreo aleatorio 
simple, pero luego de 
elegir un elemento al 
azar los demás se eligen 
siguiendo un intervalo. 


El primer elemento de 
la muestra se seleccio- 
na al azar 


AIRARRÍA 
AAARLARA 


1+2k 1+3k 


Muestreo aleatori 
sistematizado 


A la categoría se le lla- 
ma también estrato en 
este problema. 


Objetivo: [A] Clasifican los tipos de muestras probabilísticas 
y no probabilísticas. 
[B] Definen las características de las muestras 
probabilísticas. 


Clase 2, 3 y 4 


(Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: Ejercicio 1.2 


Definición 1.5.3 

(5 min) 

Observan el diagrama 
de muestreo estratifi- 


Solución: A 
Se sabe que el total de la población es 180 personas por lo que se utilizará — A 


el siguiente procedimiento. 
Se calculará el porcentaje de cada categoría 
Porcentaje por estrato: 


De cada estrato se se- 
lecciona el porcentaje 
obtenido en la tabla. 


cado en LE. 


Mujeres Hombres 


*Hacer notar al estu- 
diante que para extraer 
la muestra en cada es- 
trato se aplica mues- 
treo aleatorio simple. 


Tiempo completo +0 x 100 = 5% 25 x 100 =50% 


Medio tiempo Le x100=35% Loy x100 =10% 
Como la muestra es de 40 personas entonces: Ez 


Para extraer la muestra 
en cada estrato se apli- 
ca muestreo aleatorio 
simple. 


Mujeres Hombres 
Tiempo completo 5% de 40=2 50% de 40 = 20 
Medio tiempo 35% de 40 = 14 10% de 40=4 


A este tipo de muestra se le llama Muestreo Estratificado. X: Ei l 1 6 
NJ" Ejemplo 1. 
Definición 1.5.3. Muestra Estratificada Pr. : 

Es una técnica de muestreo que se aplica cuando la población está (10 min) 
dividida en grupos, llamadas estratos. 


Presentar el ejemplo 
en la pizarra y pedirle 
a los estudiantes que 
propongan formas de 
cómo pueden seleccio- 
ole l nar la muestra. 


! Para seleccionar la muestra es importante definir la población en grupos : 
: unidad de análisis 


: Q: Ejemplo 1.6. Se hace una encuesta sobre el mercadeo de ciertos pro- ! 
i ductos de alimentación y la demanda que estos tienen en la población. Se : Estrato 1 Estrato 3 
! selecciona una muestra específica para lo cual se necesita saber cómo se | Estrato 2 

i puede dividir la población. i 


Observan en LE la for- 
ma de seleccionar la 
muestra y concluyen 
que a ese tipo de mues- 
treo se le conoce como 
muestreo por conglo- 
En cada conglomerado 
la muestra se seleccio- merado. 


na como en el mues- 
treo aleatorio simple. 


i Adolecentes Colegios 
+ Obreros Fábricas 
: Amas de casa Mercados 
Í Niñas Escuelas 
: Profesionales Empresas 


: Cuando la población se divide en grupos conglomerados se llama Mues- : 


; treo por Conglomerado. : Conglomerados 
seleccionados 


Definición 1.5.4. Muestra por Conglomerado 
Es una técnica de muestreo en la cual la población está dividida en 
grupos debido a la organización administrativa u otras. 


Definición 1.5.4 

(5 min) 

Observar el diagrama 
de muestreo por con- 
glomerado. 

M: ¿Cuál es la diferen- 
cia de la muestra por 
conglomerado y mues- 
tra estratificada? 
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RP: En la muestra por estratos se 
divide en grupos sin importar la 
categoría y en el muestreo por 


conglomerado la población se 
divide en grupos por categorías. 


Unidad III e Lección 1 + Clase 2, 3 y 4. Tipos de muestras 143 


Clase 2, 3 y 4 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


& Ejercicio 1.2 

(15 min) Soluciones: 

a) Muestreo aleatorio 
simple. 

b) Muestreo estratifica- 
do. 

c) Muestreo estratifica- 
do. 

d) Muestreo por con- 
glomerado. 


[Hasta aquí Clase 3] 
[Desde aquí Clase 4] 


[C] 


Definición 1.6 

(5 min) 

M: ¿Qué significa que 
una muestra sea no 
probabilística? 

RP: Que se selecciona 
sin usar fórmulas esta- 
dísticas. 


Concluye en la defini- 
ción de muestreo no 
probabilística. 


*Es importante explicar 
cuáles son las caracte- 
rísticas de una muestra 
no probabilística y qué 
ventajas tiene. 


*Clasifican la muestra 
no probabilística 


Objetivo: 
babilísticas. 


Evaluación: Ejercicio 1.2 


& Ejercicio 1.2. En los siguientes problemas escriba cuál de las técnicas 

de muestreo son las más adecuadas para seleccionar la muestra. 

a) Suponga que se está investigando sobre el porcentaje de estudiantes 
que trabajan, en una universidad X, que cuenta con una población de 
80 estudiantes y se quieren seleccionar 20. 


b) Se desea aplicar una encuesta a los miembros de un club de deportes 
cuya población está conformada por 200 personas distribuidas de la 
siguiente forma: 


Deporte Varones 


Futbol 30 60 
Basquetbol 20 25 
Natación 24 10 
Vóleibol 5 12 
Baseball 6 8 


Mujeres 


Para ello se desea obtener una muestra de 60 personas. ¿Cuál de las 
técnicas de muestreo es la más apropiada para seleccionar la muestra? 
Y cuántas personas se seleccionan de cada grupo. 


Una fábrica consta de 600 trabajadores, se quiere tomar una muestra 
de 20, se sabe que hay 200 trabajadores en la sección A y 150 en la 
sección B, 150 en la sección C y 100 en la sección D. ¿Cuál es el método 
más adecuado para seleccionar la muestra y cuantos trabajadores se 
seleccionarían de cada sección? 


d) Sea la población compuesta por los siguientes conjuntos {A, B, C, D, E}, 
escriba todas las muestras posibles de tamaño 3, escogidas mediante 
muestreo aleatorio simple. 


Definición 1.6. Muestras no Probabilísticas 

Es el tipo de muestra en el que la elección de los elementos no de- 
pende de la probabilidad sino de causas relacionadas con las carac- 
terísticas del estudio o el investigador que hace la muestra. 


Las muestras no probabilísticas pueden ser: 


Definición 1.6.1. Muestra de Sujetos Voluntarios 
Es el tipo de muestra que se elige dependiendo de las circunstancias 
y de las características específicas de un estudio. 
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Definición 1.6.1 

(5 min) 

*Proponen ejemplos de situacio- 
nes en donde se puede aplicar este 
tipo de muestreo. 
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[C] Definen las características de muestras no pro- 


[c] 


ES 
La muestra no proba- 
bilística no depende de 
fórmulas depende del 
proceso de forma de 
decisión de una perso- 
na o grupo de personas. 


> La muestra no pro- 
babilística usa una 
selección informal y 
un poco arbitraria. 

> No se puede genera- 
lizar los resultados a 
una población. 


Clase 2, 3 y 4 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


Definición 1.6.2. Muestra de Expertos 

Es el tipo de muestra que se da cuando en los estudios es necesario 
la opinión de los expertos, el investigador selecciona las unidades que 
serán la muestra con base en su conocimiento y juicio profesional. 


: £ Ejemplo 1.7. En un instituto de educación media un profesor de ma- i 
: temáticas quiere hacer un estudio con sus alumnos de último año de ba- : 
+ chillerato para generar una nueva metodología de evaluación por lo que ; 
i de 120 estudiantes que están distribuidos en tres secciones, trabaja con : 
i 10 alumnos de cada sección, haciendo un total de 30 estudiantes. 


! Los alumnos seleccionados trabajan los días sábados con el profesor y : 
* viven cerca del Instituto. : 


! * La muestra es tomada por conveniencia. Por lo tanto, es muestra de : 
; sujetos voluntarios H 


x H 
: Q: Ejemplo 1.8. Un investigador quiere saber que es necesario hacer : 
: para lograr éxito en sus negocios, para ello elige un equipo de empresa- ! 
: rios cuyas empresas son exitosas. : 


Definición 1.6.3. Muestra por Cuotas 
Este tipo de muestra se utiliza en estudios de opinión y de mercado 
técnico, las medidas o las cuotas dependen del criterio del investi- 


: Xp) Ejemplo 1.9. Se desea aplicar una encuesta sobre la preferencia po- i 
: lítica en la población, el número de personas a entrevistar es de 1000: 
3 dividida en: Í 
500 estudiantes universitarios. 
500 profesionales de cualquier sector. 


Muestra no probabilística 

> Los elementos a se- 
leccionar no tienen la 
misma posibilidad de 
ser elegidos. 


Población 


Investigador Maasi 


El maestro selecciona la 
muestra por convenien- 
cia ya que los estudiantes 
tienen que tener la dispo- 
sición de trabajar los días 
sábados. 


Investigador 
Las muestras por exper- 
tos se seleccionan depen- 
diendo lo que se quiere 
investigar. 
Elección 
de los 
individuos a 
criterio del 
Sy investigador 


Muestra 
por cuota 


Cuota 2 


La cuota es de 1000 y lue- 
go esta se divide en dos 
grupos. 


El investigador decide el 
grupo de personas que en- 
trevistará ya que solo tomó 
los jóvenes y profesores 
por conveniencia, pero no 
significa que no se pueda 
considerar otro grupo. 
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04 Ejemplo 1.9 
(5 min) 
Mencionan las 


rísticas de los tipos de muestra 
para poder determinar y selec- 
cionar la ideal en un estudio. 


características 


del ejemplo y porque se usa el 
muestreo por cuotas. 


Q Ejemplo1.7 

(10 min) 

*Presentar el ejemplo 
en la pizarra y permi- 
tir que los estudiantes 
propongan soluciones 
y analicen como se se- 
leccionará la muestra, 
qué criterios se deben 
tomar en cuenta para 
ello. 


Concluye que la mues- 
tra es por conveniencia 
ya que la muestra debe 
reunir ciertas caracte- 
rísticas para el estudio. 


Definición 1.6.2 

(5 min) 

Determinan las carac- 
terísticas del muestreo 
por expertos. 
*Mencionan ejemplos 
de estudios en el cual 
se puede utilizar este 
muestreo. 


X Ejemplo 1.8 

(10 min) 

Discuten las caracterís- 
ticas del ejemplo y por- 
que se usa el muestreo 
por expertos. 


Definición 1.6.3 

(5 min) 

Es importante hacer 
énfasis en las caracte- 
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Unidad lll. Lección 1. 


Clase 5 y 6 


(Continúa en la siguiente página) 


[A] 


Q Ejemplo 1.10 

(15 min) 

Presentar el ejemplo en 
la pizarra. 

M: Ordenen los datos de 
menor a mayor. 

¿Que observan en los da- 
tos? 

Hay algunos datos que se 
repiten. 

Ordenen los datos en una 
tabla donde aparecen las 
calificaciones y cuantos 
estudiantes obtuvieron 
dicha calificación. 


Concluye que a la tabla se 
le conoce como tabla de 
frecuencias 

M: ¿Qué es frecuencia? 
RP Es el número de veces 
que se repite un dato. 


Definición 1.7 
(5 min) 


A ©) 

& Ejercicio 1.3. 
(20 min) Solución: 
a) 


Peso N° de 
(kg) [recién nacidos 


Objetivo: [A] Definen Organizan datos estadísticos mediante 
tablas de frecuencias. 


Evaluación: Ejercicio 1.3 


Clase 5 y 6. Tabla de frecuencia 


po £ Ejemplo 1.10. En una aula de clases hay 20 estudiantes que obtuvie- ' [A] 
+ ron las siguientes calificaciones en matemáticas. i 

: £ 78, 65, 54, 92, 65, 78, 86, 54, 86, 78, 76, 84, 96, 96, 94, 65, 67, 76, 92, 65 : 

: Ordene los datos en una tabla. : 


: Solución: : 
: Para ordenar los datos en una tabla se comienza por ordenar el arreglo de : 
j menor a mayor. : 
Í 54, 54, 65, 65, 65, 65, 67, 76, 76, 78, 78, 78, 84, 86, 86, 92, 92, 94, 96, 96 : 


Calificación N° de == N 


A este tipo de tabla 
se le conoce como : 
tabla de frecuencia i E 


En la tabla el número 
de veces que una cali- 
ficación se repite se le 
llama Frecuencia. 


54 2 
65 
67 
76 
78 
84 
86 
92 
94 


N|[R[IN|[N|[R|W|in|rR | 


En 


Frecuencia: Es el nú- 
mero de veces que se 
repite un dato estadís- 
tico, se representa con 
la letra f. 


Definición 1.7. Tabla de frecuencia 

Es una ordenación de datos en forma de tabla en la que se represen- 
tan datos estadísticos, asignando a cada uno de ellos el valor que se 
repite en el arreglo. 


«e Ejercicio 1.3. Para cada uno de los siguientes conjuntos de datos hi- 
potéticos elabore una tabla de frecuencia. 


a) A 15 niños en un hospital se les tomó el peso al nacer. El peso esta dado 
en kilogramos. 
2.8, 3.2, 3.8, 2.5, 2.7, 
2.8, 3.8, 3.2, 2.8, 2.5, 
2.5, 2.5, 3.4, 3.0, 2.9 
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Objetivo: [B] Identifican y clasifican términos básicos Clase 5 y 6 


utilizados en la estadística. 


Evaluación: Ejercicio 1.1 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


b) Se hizo una encuesta a 30 estudiantes con respecto a la asignatura pre- 
ferida, obteniendo los siguientes resultados: 


Matemáticas Español Ciencias Nat. 
Ciencias Nat. Matemáticas Matemáticas 
Español Ciencias Nat. Matemáticas 
Matemáticas Ciencias Nat. Español 
Matemáticas Matemáticas Español 


Estudios Soc. Español Matemáticas 


Estudios Soc. Español 
Ciencias Nat. Estudios Soc. 
Español Español 
Ciencias Nat. Matemáticas 
Ciencias Nat. Estudios Soc. 


Español Matemáticas 


c) Se midió la estatura en centímetros a 35 estudiantes de bachillerato de 


un instituto X y los datos obtenidos son: 


163 156 160 163 157 
162 163 162 160 160 


. 
ñ 


` 


Q Ejemplo 1.11. En una clase se ha hecho una encuesta preguntando : 


: a los estudiantes el número de horas de estudio que dedican a la semana : 
H H 


+ teniendo como resultado los siguientes datos: 


16 11 17 12 10 5 
15 20 3 2 5 
10 8 10 6 16 


+ Solución: 


LS 
A los intervalos 1 — 5, 


5 - 9, 9- 13, 13 - 17, 
17 — 21, se les conoce 
como clase. 


: o 2 


: Ordene los datos en una tabla de frecuencia agrupándola en intervalos £ Observa que en los in- 
: siguientes: 1-5, 5-9, 9-13, 13-17, 17-21 : tervalos el extremo de 


la izquierda se incluye, 


N° de horas de estudio N° de estudiantes : pero el extremo de la 


1-5 


6 : derecha no, es decir: 


5-9 


7 : [1, 5), [5, 9) y así suce- 
: sivamente. En cada cla- 


9-13 


10 se se incluyen los datos 


13-17 


5 A que están contenidos 


17=.21 


2 : en el intervalo. 


nar estos datos se utilizan intervalos 
los cuales se le llama clase. 

*Hacen la tabla de frecuencia y la 
nombran tabla de frecuencias de da- 
tos agrupados. 


F A este tipo de tabla se le llama Tabla de Frecuencia de datos agrupados. | — QB 


La frecuencia es la can- 
tidad de datos dentro 
de cada intervalo. 
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*Es importante hacer notar al estu- 
diante que en algunas tablas de fre- 
cuencias de datos agrupados se toma 
intervalos o clases en las que no se in- 
cluye el extremo superior, sin embar- 
go, hay tablas que si lo incluyen. 


Asignatura N° de 
estudiantes 


Matemáticas 
Español 
Ciencias N. 
Estudios S. 


w 


aIo Oo NIN INJ 


[Hasta aquí Clase 5] 
[Desde aquí Clase 6] 


0 Ejemplo 1.11 

(15 min) 

*Presentar el ejemplo en 
la pizarra y pedirle a los 
estudiantes que propon- 
gan ideas de como orde- 
nar estos datos. 

*Hacer que se den cuenta 
que no es funcional orde- 
nar los datos en una tabla 
de frecuencia tomando 
todos los valores, ya que 
sería muy grande. 
Concluye que para orde- 
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Unidad Ill. Lección 1. Objetivo: [A] Representan datos estadísticos mediante histo- 
Clase 5 y 6 gramas de frecuencia. 


(Continuación) 


Clase 7 


(Continúa en la siguiente página) 


Evaluación: Ejercicio 1.4 


% O 

& Ejercicio 1.4 
(25 min) Soluciones: 
a) 


= a e Ejercicio 1.4 
N° de N° de a) Los siguientes datos corresponden a un promedio de tiempo en días que se tomó a una muestra de 
días personas 


20 personas que hacían trabajo específico los datos son: 


8 15 | 14 | 12 | 11 6 7 9 | 13 | 11 
20 | 12 15 | 18 | 13 | 9 | 15 | 16 | 15 | 18 


Elabore una tabla de frecuencia utilizando las siguientes clases: 6-8, 8 — 10, 10 - 12, 12 — 14, 14-16, 
16-18, 18-20, 20-22. 


b) Se hace una prueba de rendimiento de bombillas eléctricas en horas de duración y se toma una 
muestra de 50, obteniendo los siguientes resultados. 


61 | 50 59 | 60 | 61 | 60 | 60 | 53 | 54 | 55 
71 | 68 66 63 | 62 | 68 | 69 | 68 | 62 | 65 
T3 | 74| 73 75|75|74|76 | 75 | 75 | 77 
88 | 78 90 | 79 | 93 | 82 | 82 | 94 | 95 | 99 
78 | 79 | 84 | 85 | 87 | 88 | 79 | 63 | 67 | 60 


b) Solución en pág. 150 
Elabore una tabla de frecuencia considerando las clases: 50 — 55, 55-60, 60- 65, ...,95 — 100. 
Responda las siguientes preguntas: 
b1) ¿Qué clase tiene mayor frecuencia? 


[Hasta aquí Clase 6] b2) ¿Qué clase tiene menor frecuencia? 
A b3) ¿Cuántas bombillas tuvieron un rendimiento mayor a 70 horas? 
[Desde aqui Clase 7] b4) ¿Cuántas bombillas tuvieron un rendimiento menor a 65 horas? 


b5) ¿Cuántas bombillas tuvieron un rendimiento entre 80 y 100 horas? 


Y Ejemplo 1.12 Clase 7. Histograma y polígonos de frecuencia 
(15 min) LOS Ejemplo 1.12. Represente mediante un gráfico los datos de la tabla [A] 
Utilizando los datos de del Ejemplo 1.11 Ey 

j —~ — 
Ejemplo. 1.11 Trazar un Solución: Un histograma de fre- 
histograma de frecuen- Histograma de Frecuencia cuencias es muy pa- 


recido a un gráfico de 
barra, la diferencia es 
que no hay separación 
entre barras. 


cias. 


Estudiantes) 


*El docente debe dar 

todas las orientaciones * En un histograma de 
i h | frecuencias es más fá- 

necesarias para hacer e 13 21 25 j á cil identificar la clase 

re o. (Horas de estudio) 
gráfico y definir las partes de mayor o menor fre- 
re A este tipo de gráfico se le Ilama Histograma de Frecuencias. cuencia. 

del gráfico. 
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entre un histograma de 

frecuencia y un gráfico de 

barra? 

RP: No hay separación 

entre las barras en el po- 

lígono de frecuencia. 

M: ¿Qué datos se ubican 

en el eje x? 


RP: Las clase 
M: ¿Qué datos se ubica en el eje y? 
RP: La frecuencia 
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Objetivo: [B] Representan datos estadísticos mediante polí- Clase 7 
gonos de frecuencia. (Continuación) 


Evaluación: Ejercicio 1.5 


Definición 1.8 
(3 min) 


Definición 1.8. Histograma de Frecuencias ON, 
Es el gráfico que se utiliza para representar la distribución de Q: . 

frecuencia de una variable. Un histograma de frecuencia está Ejemplo 1.13 
formado por rectángulos unidos cuya base es igual a la amplitud del (10 min) 

intervalo y la longitud es igual a la frecuencia. 


Tomando como base el 


ds ` gráfico anterior del his- 
: 104 Ejemplo 1.13. Elaborar un gráfico uniendo los puntos medios de las : [B] A 
: barras del histograma de frecuencia del Ejemplo 1.12 : tograma de frecuencias 
' : : A trazar el polígono de fre- 
Polígono de Frecuencia : Al unir los puntos se . 
Para formar el polígono : cuencias. 


es necesario agregar una! obtiene una línea poli- 
clase más a la izquierda y : gonal cerrada. 

otra a la derecha donde la £ mE” ¿ . 
frecuencia es cero. i El polígono se puede M: ¿Qué se forma si se 


Y 21 2 : trazar ubicando en el unen los puntos medios 
(Horas de estudio) A E 
eje x los puntos medios . 
A este tipo de gráfica se le llama Polígono de Frecuencia. de cada clase; sino se de las barras del histogra- 


tiene el histograma de ma de frecuencia? 
Definición 1.9. Polígono de Frecuencias frecuencia. A 
Es un gráfico utilizado para representar una distribución de frecuen- RP: Parece un pol Igono. 
cias de una variable, este se puede trazar a partir del histograma de M: Para formar un polí- 
frecuencia tomando el punto medio. . 

gono se debe ubicar una 


clase anterior a la pri- 


(Frecuencia) 


S Ejercicio 1.5 


a) Elabore el histograma y el polígono de frecuencias para cada distribu- mera y otra al final cuya 
ción de frecuencias del Ejercicio 1.4. . 

frecuencia sea cero, para 

b) En un hospital toma el peso en libras a 45 niños entre O y 2 años y los poder cerrar la figura y se 


resultados fueron: r , 
convierta en un polígono. 
21 19 22 19 18 20 23 19 20 


19 20 21 22 21 20 22 20 20 Concluye: A este tipo de 
21 19 21 21 21 22 19 19 19 gráfico se le conoce como 
20 20 19 21 21 22 19 19 19 polígono de frecuencia. 

18 21 19 18 22 21 24 20 17 M: ¿Qué datos se ubican 


b1) Ordene los datos de manera ascendente. lei lí 
b2) Construya una tabla de frecuencias considerando las clases en el eje x en un poligono 


16-18, 18-20, 20-22, 22-24, 24-26 de frecuencia? 


b3) Elabore un Histograma y un polígono de frecuencia. A . 
b4) Responda las siguientes preguntas: RP: El punto medio de las 


¿En qué intervalo se encuentran los niños de mayor peso? clases. 


¿Cuántos niños tienen un peso entre 20 y 21 libras? a A $ ` 
¿Cuántos niños tienen un peso mayor o igual a 22 libras? M: ¿Qué ventajas tiene 


representar datos en un 
polígono de frecuencia? 

RP: Se pueden visualizar 
e interpretar de mejor 
manera los datos, se pue- 
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RE EXE 
Definición 1.9 N, Ejercicio 1.5 den obtener las clases 
(3 min) (14 min) con mayor o menor fre- 
Solución en la pág. 150 y 151. cuencia. 
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Solución Ejercicio 1.4. Inciso b) Pág. 148 


N° de bombillas 


b1) R:75-80 

b2) R:55-60 y 95- 100 
b3) R: 28 bombillas 

b4) R: 15 bombillas 

b5) R: 12 bombillas 


Solución Ejercicio 1.5. Pág. 149 


a) 


(días) 


4 Histograma de Frecuencia 


Polígono de Frecuencias 


56 8 10 12 14 16 18 20 22 23 
(horas de trabajo) 


150 Unidad III e Lección 1 èe Soluciones 


Solución Ejercicio 1.5. Inciso b) Pág. 149 


b1) Forma ascendente: 17 18 18 18 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 192020 20 20 
20 20 20 20 20 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21 21 22 22 22 22 22 


22 23 24. 
TO 
1 


16 


Histograma de Frecuencia 


Polígono de Frecuencia 


+ +- + > 
15 16 18 20 22 24 26 27 Peso (Libras) 


b4) 24-26 Intervalo donde se encuentran los niños con mayor peso. 
20 Niños tienen peso entre 20 y 21 libras, 8 niños tienen un peso igual o mayor a 22 libras. 
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Unidad Ill. Lección 2. Objetivo: [A] Calculan la media para un conjunto de datos 


Clase 1 y 2 


agrupados. 


(Continúa en la siguiente página) 


(10 min) 

En octavo grado se estudió 
las medidas de tendencia 
central. M: ¿Cuáles son 
las medidas de tendencia 
central que conocen? 

RP: Media, mediana y 
moda. 

M: ¿Para qué se utilizan 
las medidas de tendencia 
central? 

RP: Para comparar distri- 
buciones de datos. 

M: ¿Qué es la media? 

RP: Es un promedio. 

M: ¿Cómo se calcula la 
media? 

RP: Se suman todos los 
datos y se divide entre el 
número total. 

*El docente puede poner 
un ejercicio de repaso de 
calcular la media de da- 
tos no agrupados. 


[A] 


Q: Ejemplo 2.1 

(20 min) 

Proponer en la pizarra 
el ejemplo y solicitar a 
los estudiantes ideas de 
cómo se puede calcular 
la media de los datos. 

M: Hay dos maneras de 
obtener la media. 
Manera 1 

Calculan los puntos me- 
dios de las clases. 

M: A esos puntos medios 
se les Ilama marca de cla- 
se y se simboliza con Xm. 


Evaluación: Ejercicio 2.1 


Lección 2. Medidas de Tendencia Central 
Clase 1 y 2. Media 


Cuando se tiene un conjunto de datos se puede calcular algunos valores 
que describen la muestra o la población con lo que se está trabajando, 
estos valores sirven para conocer la tendencia de dichos datos, dentro de 
estas medidas están las medidas de tendencia central y las más usadas 
son la media, la mediana y la moda. 


El cálculo de estas medidas puede ayudar a tomar decisiones o hacer in- 
ferencia sobre la población que es objeto de estudio. 


: Q: Ejemplo 2.1. La siguiente tabla muestra la distribución de frecuencias ; 
: de la estatura en cm de 30 estudiantes de un instituto X de educación : 
! media. : 


Estatura en (cm) N° de Estudiantes ( f ) 


140- 145 2 i pa 


145 - 150 3 i La media es un prome- 
: dio de datos. 


150-155 5 


155 - 160 


160 - 165 


165 - 170 


: Xm: se le llama Marca 
170-175 : de Clase 


: Calcule la media de los datos. 

: Solución: 

: Se puede calcular la media utilizando dos maneras. : 
i ; 


i Manera 1: : 
: En primer lugar, completaremos la tabla de frecuencias calculando el pun- : 
¿to medio de cada clase, ya que la frecuencia representa los valores de i 
: datos que caen en cada intervalo, este valor se representa con la letra Xm. ! 
i 
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Luego se multiplica la frecuencia por sin embargo, se debe mostrar otra 
Xm y se suman todos los valores de manera para ayudar a una mejor com- 
f(Xm) y se dividen por el total de f. prensión. 

*La manera I es la más común en la * Explicar a los alumnos el significado 
mayoría de los textos de estadística, de la media en un grupo de datos. 
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Objetivo: [B] Calculan la media de datos agrupados usando 


otro método diferente al tradicional. 


Clase 1 y 2 


(Continuación) 


Evaluación: Ejercicio 2.1 (Continúa en la siguiente página) 


Luego se multiplica la marca de Clase por la frecuencia. 


Estatura N° de 
(Cm) estudiantes f (Xm) 


140 - 145 2 285 
145-150 3 442.5 
150-155 762.5 
155-160 12 1890 
160 - 165 4 650 
165 - 170 3 502.5 
170-175 1 172.5 
Total 30 4705 


Para calcular la me- 
dia se suman todos 
los datos de la co- 
lumna f (Xm) y se 
divide entre el to- 
tal de frecuencia. 


Media = 


285 + 442.5 + 762.5 + 1890 + 650 + 502.5 + 172.5 _ 4705 
30 = 30 
= 156.83 
La media de los datos es 156.83 


De lo anterior se define 


Definición 2.1. Media Aritmética 
Es una medida que proporciona el promedio de un grupo de datos 
organizados. 


Manera 2: 
Completar la tabla agregando la columna del producto de la frecuencia 
con el límite inferior de cada clase. 


Estatura (Cm) Frecuencia f (li) 


140 - 145 2 280 140 x 2 = 280 


145 - 150 3 435 145 x 3 = 435 


150-155 750 150 x 5 = 750 


155- 160 


160 - 165 


165 - 170 


170-175 170x1=170 


Total 


B 


Marca de clase: ( Xm ) 
es el punto medio del in- 
tervalo de clase y se ob- 


tiene: Lir Ls. donde 


Li: Límite inferior de la 
clase. 

Ls: Límite superior de 
la clase. 


140-145 


voy 


Li Ls 


La media es la suma de 
los productos de f (Xm) 
dividido por el total de 
frecuencia. 


Es 
La media aritmética 
tiene ventajas: 
= Todos los valores en- 
tran en el cálculo de 
la media. 
Es una medida con- 
fiable. 
Sirve para establecer 
comparaciones en- 
tre datos con las mis- 
mas características. 


[B] 


Para calcular la 

se debe sumar los da- 
tos de la columna f (Li). 
Luego calcular la mitad 
de la distancia entre los 
limites. 


145140 25 


150-145 _ 
52 =25 
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Concluye: una clase está 
compuesta por límite su- 
perior y límite inferior. 
*Pedir a los estudiantes 
que lean la solución pro- 
puesta en LE y que expli- 
quen cada paso. 


Definición 2.1 
(5 min) 


[B] 


Manera 2 

(10 min) 

Pedir a los estudiantes 
que copien la tabla del 
ejemplo y que la comple- 
ten con el producto entre 
la f y límite inferior de 
cada clase. 


Sumar los datos de la 
columna f(Li) y dividirlo 
por el total de la frecuen- 
cia, finalmente se debe 
obtener la distancia que 
hay entre los intervalos 
de la clase Ls - Li y dividir 
este entre dos. El resulta- 
do obtenido se le suma al 
cociente encontrado an- 
teriormente. 


*La manera dos de calcu- 
lar la media facilita, por- 
que se reduce el uso de 
decimales. 


[Hasta aquí Clase 1] 
[Desde aquí Clase 2] 
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Clase 1 y 2 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


RS 

& Ejercicio 2.1 
Solución 

a1) 


4-8 6 36 
9-13 11| 88 


14-18 |7 |16| 112 
19-23 |5 |21| 105 
24-28 | 9 | 26 | 234 


| Total |35| | 575 | 


Clase (X) 
3 


2 


1-5 |12|3 36 
5 


-9 |8 56 
9-13 |15|11 | 165 
13-17 |10|15 | 150 
17-21 |13|19 | 247 
Total [58| | 654 | 


-_ 654 
x=-58g = 11.28 


Objetivo: 
agrupados. 


Evaluación: Ejercicio 2.1 


4630 


Media = 30 


+ 2.5 = 156.83 


LG Se obtiene de la distancia entre los 


extremos de la clase dividida por dos. 


& Ejercicio 2.1 
a) Calcule la media aritmética de las siguientes distribuciones de frecuen- 
cia. 
ar) a2) 
Clase X Ñ X 
4-8 20-29 
9-13 30-39 
14-18 40-49 
19-23 50-59 
24-28 60-69 
70-79 
80-89 
90-99 


Nipjw|en ajnjua wi, 


b) En un instituto de educación media se hizo una encuesta a 55 estudian- 
tes para saber cuántas veces al mes practicaban algún deporte y los 
resultados se denotan en la siguiente tabla. 


N° de veces 
que practicaban 


0-4 
4-8 
8-12 
12-16 
16-20 
20-24 


N° de Estudiantes 


b1) ¿Cuantos estudiantes practican deporte más de 8 veces al mes? 
b2) ¿Cuántos estudiantes practican deporte menos de 16 veces al mes? 


b3) ¿Cuál es el promedio de veces que los estudiantes practican deporte 
al mes? 
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b1) Practican deporte más de 8 veces al mes: 
36 estudiantes. 

b2) Practican deporte menos de 16 veces al 
mes: 39 estudiantes 

b3) Promedio de veces al mes: 11 
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[A] Calculan la media para un conjunto de datos 


— Q 

2.5 es constante ya que 

es la distancia de los 
Ls—Li 


2 


[Ed 
Al calcular la media de 
esta forma evitamos 
trabajar con decimales 
en la tabla. 


E 
La clase también se 
puede representar con 
X en mayúscula. 


Es 
En a;, az, los extremos 
de la clase están in- 
cluidos ambos en a; el 
extremo superior no se 
incluye. 


Objetivo: [A] Identificar la clase que contiene la mediana en 
distribuciones de frecuencias de datos agrupados. 


Evaluación: Ejercicio 2.2 


Unidad Ill. Lección 2. 
Clase 1 y 2 


(Continuación) 


Clase3 


(Continúa en la siguiente página) 


c) En un hospital se realizó un control para medir el ritmo cardiaco a los pacientes que asistían regular- 
mente al hospital, se tomó una muestra de 150 pacientes, obteniendo los siguientes resultados (se 
considera normal un ritmo cardiaco de 60 a 100 pulsaciones por minuto) 


Pulsaciones/ 
minuto N° de personas 


46-59 8 


60-73 62 


74-87 30 


88 — 100 20 


101 - 115 30 


Clase 3. Mediana y Moda 


¿Cuál es el promedio de pulsaciones por minuto? 
¿Cuántas personas no tienen ritmo cardiaco normal? 
¿Cuál es el porcentaje? 

¿Cuántas personas tienen ritmo cardiaco normal? 
¿Cuál es el porcentaje? 


Y Ejemplo 2.2. Encontrar la clase donde se ubica la mediana en la dis- [A] $ 


tribución de frecuencias de Ejemplo 2.1 


Solución: 


Estatura N° de estudiantes 
140 — 145 2 
145 - 150 3 
150-155 5 


160 - 165 
165 - 170 
170-175 
Total 30 


© 


La mediana es el valor 
que se encuentra en el 
centro de una distribu- 
ción. 


155—160 12 ——=> Clase con mayor fre- 


cuencia se le llama 

clase modal 
La clase que contiene la 
mediana se obtiene de 
la suma de frecuencias, 


Como el número total de estudiantes es 30, buscamos la posición de la 2+3+5+12=22 
mediana y esta se ubica entre el dato 15 y 16, sin embargo, los datos están que es el número que 
agrupados en el intervalo por lo que se debe localizar la clase que contie- contiene a 15 y 16 


ne el dato 15 y el dato 16. 


Sumando las frecuencias tenemos 2 + 3 + 5 + 12 = 22, que representa el El dato 15 y el dato 16 
número que contiene 15 y 16 por lo que la clase donde se encuentra la se encuentra en la cla- 
mediana es 155 — 160 esto significa que al calcular la mediana debe ser un se 155- 160. 


valor contemplado dentro de este intervalo. 


*Hacer notar al estudiante que como 
la frecuencia es par la posición de la 
mediana se ubica obteniendo la mitad 
de la suma de la posición anterior y la 
siguiente de la mitad del total la fre- 
cuencia. 
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M: ¿En qué clase se encuentra el dato 
que está ubicado en la posición 15 y la 
posición 16? 

RP: 155 — 160 

Concluye: A esta clase se le conoce 
como clase de la mediana. 


c) Media = 80.69. Hay 
38 personas que no 
tienen ritmo cardiaco 
normal representan el 
25%. Y 112 personas 
que tienen ritmo car- 
diaco normal repre- 
sentan el 75%. 


[Hasta aquí Clase 2] 
[Desde aquí Clase 3] 


0 Ejemplo 2.2. 

(13 min) 

M: ¿Qué es la mediana? 
RP: Es la medida de ten- 
dencia central que nos 
proporciona el dato cen- 
tral de la distribución. 

M: ¿Qué significa la me- 
diana? 


Concluye: Significa que 
el 50% de los datos están 
sobre el valor de la me- 
diana y el otro 50% está 
por debajo de esta. 


*Presentar el ejemplo 
en la pizarra y pedir a 
los estudiantes que den 
ideas de cómo se puede 
encontrar la mediana de 
los datos. 

M: Se presenta la estatu- 
ra de 30 personas en la 
tabla cual es el dato que 
está en la mitad. 

RP: Es el dato que ocupa 
el lugar del centro está 
entre el 15° y 16°(posi- 
ción). 
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Clase 3 


(Continuación) 


Definición 2.2 


SX Ejercicio 2.2 

(15 min) Soluciones 

al) 14-18 a2)50-59 
a3) 9-13 

b)8-12  c)74-87 


[B] 

M: ¿Qué es la moda de 
una distribución? 

RP: Es el dato que más 
se repite. 


ro 


Ejemplo 2.3 
(7 min) 
*Presentar el problema 
en la pizarra 


M: Usando los datos de 
la tabla del ejemplo 2.1 
¿Cuál es la clase que con- 
tiene mayor frecuencia? 
RP: 155 — 160 

M: ¿Qué significa? 

RP: Hay más estudiantes 
que tienen esa estatura 
con respecto a los demás. 
M: A esta clase que con- 
tiene la mayor frecuencia 
se le Ilama clase modal. 
*Aclarar a los estudian- 
tes que en este curso de 
estadística no se calcula- 
rá la mediana ni la moda 
para datos agrupados. 


Solamente bastará con 
ubicar la clase de la me- 
diana y la clase modal 
debido a la complejidad 


Objetivo: [B] Identifican la clase modal en distribuciones de 
frecuencia de datos agrupados. 


Evaluación: Ejercicio 2.3 


Definición 2.2. Mediana 


2 


Es el valor de la variable que ocupa el lugar central al ordenar los En este curso solo 


datos en forma creciente o decreciente. 


aprenderemos a iden- 
tificar la clase que con- 


tiene la mediana y en 
cursos posteriores de 
estadística se aprende- 


X Ejercicio 2.2. Encuentre la clase que contiene la mediana en las dis- rá a calcularla. 


tribuciones de frecuencia del Ejercicio 2.1 


Q: Ejemplo 2.3. Encuentre la clase con mayor frecuencia de la distribu- 


ción del Ejemplo 2.1. 


Solución: 


Estatura Frecuencia 


140-145 


145 - 150 


150-155 


160-165 


165 - 170 


170-175 


155-160 ——=> Clase con mayor frecuen- 
cia se le llama clase modal. 


Es 
El valor de la mediana 
significa que el 50% de 
datos están por debajo 
de la mediana y el otro 
50% por encima de la 
mediana. 


[B] 


La clase modal es la cla- 
se que contiene la moda 
de una distribución. 


ES 
Al igual que la mediana 
en cursos posteriores 
de estadística se apren- 
derá como calcular la 


Definición 2.3. Moda 


Es el valor que más se repite en una distribución de frecuencias. 


moda. 


Para efecto de este cur- 
so basta con identificar 


X Ejercicio 2.3. Encuentre la clase modal en las distribuciones de fre- 
cuencia del Ejercicio 2.1. 
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de las fórmulas y el manejo de la 
información, por lo que en cursos 
posteriores y/o universitarios de es- 
tadística el estudiante aprenderá a 
calcular. 
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la clase modal, la cual 
significa que la moda 
será un valor compren- 
dido en el intervalo. 


SY Ejercicio 2.3. (10 min) 
Soluciones: 

Clase modal 

a1l)24-28 a2)30-39 a3)9-13 
b)8-12  c)60-73 


Objetivo: Confirman lo aprendido sobre las medidas de Unidad Ill. Lección 2. 


tendencia central. 


Evaluación: Ejercicios de la Lección 


Ejercicios de la lección 


1. En una comunidad se construyeron 500 casas, se desea saber cuántas 
de ellas tienen acceso al agua potable, por lo cual se decide hacer una 
encuesta a un representante de cada casa por lo que se aplica dicha 
encuesta al 25% de ellos. 

¿Cuál es la población? ¿Cuál es la muestra? 
¿Qué variable se desea investigar? 


. Escriba dentro del paréntesis bajo la columna variable, 1 si es variable 
discreta, 2 si es variable continua, 3 si es variable cualitativa. 


Variable 


N° niños en un kínder. 


N° de computadoras en una empresa. 


Peso de niños recién nacidos en el hospital materno infantil. 


El precio de un artículo. 


N° de reservas naturales de Honduras 


El periodo de duración de una bombilla eléctrica. 


La raza de un individuo. 


1 
2 
3 
4 
5) Taza de mortalidad de un país. 
6 
J, 
8 
9 


El lenguaje de una región. 


10) El lugar que ocupa un ciclista en una carrera. 


11) El número que identifica un competidor en natación 


3. Determine las modalidades en que se divide cada uno de las siguientes 
variables. 
a) Estado civil 
b) Sexo 
c) Escolarización 
d) Tipo de libro 
e) Tipo de película 
f) Profesión 


. Dadas las siguientes variables determine qué tipo de datos generan: 
a) Velocidad de un automóvil 
b) Estatura de un estudiante de media 
c) Número de escuelas en Honduras 
d) Número de libros en una biblioteca 
e) Preferencia política 
f) Color preferido 
g) Fruta preferida 
h) Grado que cursa en la escuela 


Clase 1 Lección 1 


Clase 1 


Clase 1 


Ejercicios de la lección 
(Continúa en la siguiente página) 


Soluciones: 

1. Población: 500 casas, 
muestra el 25% de 500 
casas, variable: acceso 
agua potable. 


2. 1) variable 1, 
2) variable 1, 
3) variable 2, 
4) variable 2, 
5) variable 2, 
6) variable 1, 
7) variable 2, 
8) variable 3, 
9) variable 3, 
10) variable 3, 
11) variable 1. 


3. Estado civil----nominal 
Sexo0------------ nominal 
Escolarización-- 

--------- ordinal 
Tipo de libro-- 

------- nominal 
Tipo de película-- 

------- nominal 
Profesión------ nominal 


4. a) Cuantitativo 
(continuo) 

b) Cuantitativo 
(continuo) 

c) Cuantitativo 
(discreto) 

d) Cuantitativo 
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(discreto) 
e) Cualitativo (nominal) 
f) Cualitativo (nominal) 
g) Cualitativo (nominal) 
h) Cualitativo (ordinal) 
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Ejercicios de la lección 
(Continuación) 


5. Solución abajo 


6. Muestra aleatoria sis- 


120 . Una cadena de supermercados, trabajan 150 personas en el departa- Clase 2, 3 y 4 
temática == =6 mento de personal,400 en el departamento de ventas, 180 en el de- 
20 partamento de contabilidad y 120 en el departamento de atención al 
cliente. Se quiere seleccionar una muestra de 160 trabajadores para 
Se establece una ra- aplicar una encuesta de control de calidad. 
zón entre la población ¿Qué tipo de muestra podría ser más apropiada para utilizar en este es- 
tudio si se desea que incluya trabajadores de todos los departamentos? 
y la muestra. ¿Cuántos trabajadores se tendría que seleccionar de cada departa- 
mento? 
Luego se prueba cada . Un fabricante de lámparas desea hacer una prueba a la producción 
4 diaria de 120 lámparas para detectar si salen defectuosas, por lo que 
una de las lámparas decide obtener una muestra de 20 lámparas. 
de las 6 seleccionadas ¿Cuál es el tipo de muestras que puede aplicar para seleccionar la 
: muestra? ¿Explique? 
al azar, sucesivamente id: 
hasta com pletar las 20 . Una empresa está haciendo entrevistas para contratar personal para lo Clase 5 y 6 


cual entrevistó a 45 personas cuyas edades son: 


lámparas que confor- 
man la muestra. 


21 | 20 21 | 19|21|20]|23|20| 21 
20 | 19 22 | 22 | 21 | 21 | 22 | 22 | 20 
18 | 19 | 21 | 21 | 22 | 20 | 23 | -21 | 24 


7. a) 21 | 20 | 19 | 21. | 21 | 22 |- 19 | 23 | 21 
Clase f 19 | 21 | 19 | 18 | 18 | 22 | 24 | 19 | 23 
17-19 3 a) Construya una tabla de frecuencias con las clases: 17 — 19, 19 — 21, 
21=23, 23-25. 
19=21 15 b) Trazar un histograma y un polígono de frecuencia. 
21-23 21 . La siguiente distribución de frecuencia corresponde al número de ho- 
23-25 6 ras a la semana que dedican a estudiar un grupo de estudiantes de un 
Instituto. 
X 
b) 1=3 
Personas JE 
22 Histograma de Frecuencia 57 
20 
18 /=9 
$ 9-11 
14 
12 11=:13 
1w > Palgone de 
8 a) Construya un histograma de frecuencia. 
$ b) Construya un polígono de frecuencia. 
4 
2 
o > 
A A A 134 | unidad Ill e Lección 2 e Ejercicios de la lección 
8. 
8 . 
i Histograma de Departamento N° de Trabajos 
s 5. Muestreo estratificado personas | % _ | seleccionados 
5 . 
a pone ¿Cuáles trabajadores se Personal 150 17.65 28 
f tendrían que seleccionar Ventas 400 47.06 75 
2 
A de cada departamento? Contabilidad 180 21.18 34 
E a? Atención al c 120 14.12 23 
Total 850 160 
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Objetivo: [A] Calculan el rango de un conjunto de datos. Unidad Ill. Lección 3. 
Clase 1 


Evaluación: Ejercicio 3.1 (Continúa en la siguiente página) 


9. Ejercicio 7: 
960 
Media = 45 = 21.33 
9. Calcule la media y determine la clase de la mediana y la moda de las distribuciones de frecuencia del Clase de la moda y me- 
ejercicio 7 y 8. . 
diana 21- 23 


10. Dadas las siguientes distribuciones de frecuencia calcule la media, la clase modal también determi- 
ne la clase de la mediana. 


a) b) Ejercicio 8: 
. _228 _ 
Media 33 ~ 6.9 


Clase de la moda y me- 
diana 7-9 


10. 
a) Media = 346 =13.92 


Clase de la mediana: 
14-16 


Lección 3. Medidas de dispersión Clase de la moda: 14 16 


Clase 1. Rango 
b) Media = 3633. = 53.52 


Q: Ejemplo 3.1. La siguiente tabla muestra las notas en un examen de 


los estudiantes de dos grupos A y B. Clase de la mediana: 
a) Completar la tabla de frecuencias y dibuje un polígono de frecuen- 


cias para cada uno de ellos en el mismo eje cartesiano. 52 - 62 
b) ler la media y la ed de cada grupo (calcular la mediana Clase de la moda: 
os datos no agrupados 
62-72 
Nota 
Grupo A | Grupo B [Hasta aquí Lección 2] 
30 42 ANETO 
2 30 60 [Desde aquí Lección 3] 
3 50 40 
4 60 50 [A] 
5; 45 70 
6 55 30 PS 
7 | 50 43 0 Ejemplo 3.1 
8 85 62 (20 min) 
9 40 53 * A 
Te 50 Presentar el ejemplo en 


la pizarra y pedir a los es- 
Unidad ll « Lección 3 + Clase 1. Rango | 135 tudiantes que completen 
la tabla de frecuencias. 
M: ¿Cuáles son las clases 
que se dan en la tabla? 


M: ¿Cuántos datos hay en la clase 30 *Hacer el mismo proceso con las de- RP: 30 — 40; 40-50 etc. 

— 40? más clases hasta completar la tabla. M: ¿Qué significa esto? 

RP: 2 en el grupo A y 1 en el grupo B RP: Se debe de buscar 
cuantos datos hay en 
cada clase. 
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Clase 1 


(Continuación) 


*Pedir a los estudiantes 
que tracen el polígono de 
frecuencia para ambos 
grupos. 

M: ¿Qué datos se repre- 
sentan en los ejes? 

RP: En el eje horizontal se 
representa el porciento y 
en el eje vertical la canti- 
dad de estudiantes. 

M: Calculen la media y la 
mediana para ambos gru- 
pos ¿Cuál es el valor? 


*la mediana se calcula 
para datos no agrupados 
RP: 50 


*Es importante que iden- 
tifiquen los datos para 
calcular la media y la me- 
diana. 


M: Concluye la media y la 
mediana son 50% 
M: Como los valores son 
iguales ¿Significa esto 
que la distribución de los 
datos son iguales? 


M: ¿Que observan en los 
polígonos? 

RP: Que las distribucio- 
nes no son iguales. 

M: ¿Qué diferencia tie- 
nen ambos conjuntos de 
datos? 

RP: Las clases de los dos 
grupos comienzan en 35 
pero para el grupo A ter- 
mina en 95 y para el Bes 
85. 


Objetivo: [B] Identifican la clase modal en distribuciones de 


frecuencia de datos agrupados. 


Evaluación: Ejercicio 2.3 


f 
Grupo A | Grupo B 
2 1 


3 
3 
2 
í 
0 


10 


(Estudiantes) 


b) Media: 


Grupo A 


y 30 +30 + 50 + 60 +45 +55 +50 +85 +40 +55 
Media = 10 


Media = 50 


Grupo B: 


7 42 + 60 + 40 + 50 + 70 + 30 + 43 + 62 +53 + 50 
Media = 10 
Media = 50 


Mediana grupo A: a 


Mediana grupo B: 205 30. 
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Concluye: Aunque ambos grupos 
de datos tienen la misma media y 
la misma mediana y que estas son 
iguales entre sí, la distribución de los 
datos es distinta. 
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En 


En octavo grado se es- 
tudió la media, la me- 
diana de datos no agru- 
pados. 


EA 

Como el total de datos 
es 10 y este es un nú- 
mero par entonces se 
toma 5to y 6to dato y 
la mediana será el pro- 
medio de las observa- 
ciones. 


2 


Cuando la media y la 
mediana de dos distri- 
buciones es la misma, 
no significa que los da- 
tos son idénticos es por 
esa razón que se ne- 
cesitan otras medidas 
para su comparación. 


Clase 1 


(Continuación) 


Objetivo: [A] Calculan el rango de un conjunto de datos. 


Evaluación: Ejercicio 3.1 


Aunque la media y la mediana de ambos grupos coinciden se ve en el 
polígono de frecuencia que en el grupo A hay más dispersión de los datos. 


Existen varias medidas de dispersión, el rango es una de ellas. 


Definición 3.1. Rango 
Es la diferencia entre el valor mayor y el valor menor de los datos. 


El rango del grupo A Rango del grupo B. 
Rango = 85 — 30 Rango = 70 - 30 
=55 =40 


«e Ejercicio 3.1. Encuentre la media, la mediana y el rango para ambos 
grupos de datos. Trace los polígonos de frecuencias. Compare los grupos 
de datos. 


a) Cantidad de libros vendidos en 11 días 
Tienda A: 36, 16, 23, 28, 20, 23, 26, 18, 23. 30, 10. 
Tienda B: 27, 23, 25, 23, 22, 23, 22, 23, 21, 23, 19. 


b) Peso (en libras) de 30 niños al nacer. 
Hospital A: 
5.4, 5.8, 6.0, 6.5, 7.0, 7.2, 7.6, 5.3, 5.9, 6.4, 6.5, 6.6, 7.1, 7.7, 6.5 


Hospital B: 
5.6, 6.3, 6.5, 6.6, 7.4, 5.8, 6.4, 6.5, 6.7, 7.2, 5.7, 6.1, 6.5, 6.9, 7.3 


Es 

El rango del grupo A 
es mayor que el de el 
grupo B por lo tanto los 
datos del grupo A es- 
tan más dispersos de la 
media que los datos del 
grupo B. 


EA 
Cuando mayor sea el 
valor del rango los da- 
tos se dispersan más de 
la media. 
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97.5 


97.5 


Calcular el rango 

(5 min) 

M: Piensen que los datos 
de un grupo están más 
distanciados que otro 
¿Cuáles son las distan- 
cias? 

M: En cada grupo tomen 
el valor mayor, el valor 
menor y encuentren la 
diferencia. ¿Cuáles son 
esos valores? 

RP: Para el grupo A es 55 
Para el grupo Bes: 40 
Llamar rango a este valor. 
Concluye: Si el rango es 
mayor los datos se dis- 
persan más de la media. 


Definición 3.1 


ES 
N Ejercicio 3.1 
(20 min) Solución 


j - 253 
a) Media tienda A = 11 


=23 
Mediana tienda A: 23 


Rango tienda A: 36-10 = 26 


Das _ 251 _ 
Media tienda B = F1 7 


22.82 
Mediana tienda B: 23 
Rango tienda B: 27- 19=8 


Peso de niños al nacer 


6: AGrupo B 
IN 


b) Media hospital A = 75 765 Media hospital B = 75 765 
Mediana hospital A: 5.3 


Rango hospital A: 2.4 


Mediana hospital B: 6.5 l 
Rango hospital B: 1.8 1 


a a 
50 55 60 65 70 75 80 Libras 
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Unidad Ill. Lección 3. Objetivo: [A] Calcular la desviación absoluta media de un 


Clase 2, 3 y 4 conjunto de datos. 


(Continúa en la siguiente página) E TN 
Evaluación: Ejercicio 3.2 


W: Ejemplo 3.2 
(20 min) 


Clase 2, 3 y 4. Derivación absoluta media, varianza y desviación estándar 
*Presentar en la pizarra 


Q Ejemplo 3.2. La siguiente tabla muestran las notas de dos grupos de 


las tablas de frecuen- estudiantes C y D de un Instituto de educación media. Compara las notas 
. . de los dos grupos. 

cias y pedir a los estu- 

diantes que grafiquen eds Nota 0% Cantidad de estudiantes 


lista | Grupo C | Grupo D 
64 54 
76 35 
56 62 
83 85 
47 46 
85 52 
38 65 
43 77 
73 56 
35 68 


GrupoC | Grupo D 
2 1 


los datos mediante un 
polígono de frecuen- 
cias para cada grupo en 
solo eje de coordena- 
das cartesianas. 


e 


OJo INIA, AWN 


Calcular la media y la 
mediana de ambos 
grupos. 


me 
o 


Solución: 


Para hacer la comparación se elabora el polígono de frecuencia y se calcu- 


M: Observen cada uno la leds yelrango: 
de los polígonos y la ta- 
bla de frecuencia ¿Qué Grupo C Grupo D 
y > 4 Media 60 60 Nota que ambas distri- 
se puede decir de ello . T Rango 50 50 buciones tienen el mis- 
RP: Las medidas son É mo rango y la misma 
. 5 media, sin embargo, de 
iguales en ambos gru- E la gráfica se sabe que 
2.129 en el grupo D los da- 
pos, los rangos son tos están más concen- 
iguales en ambos gru- ] trados alrededor de la 
media que en el grupo 
pos. Nota (%) C. 


*Hacer que los estu- E z 
S Un valor para expresar la medida de concentración de los datos alrededor 
diantes noten que los de la media es la desviación absoluta media. 


datos del grupo D están 
más cerca de la media 
60 que los del grupo C. 
Concluye: El grupo D 
está más concentrado 
alrededor de la media. 
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162 Unidad III e Lección 3 e Clase 2, 3 y 4. Derivación absoluta media, varianza y desviación estándar 


Objetivo: [A] Calculan el rango de un conjunto de datos. 


Clase 2, 3 y 4 
(Continuación) 


Evaluación: Ejercicio 3.1 (Continúa en la siguiente página) 


Definición 3.2 

Desviación absoluta media = 

Suma de los valores absolutos de las diferencia entre los datos y la media 
Cantidad Total de datos 


En el ejemplo 3.2 
Desviación absoluta media del grupo C: 


|6460|+|76-60|+|56—60|+|83—60|+|47-60|+|85-60|+|38—60|+|43 —60|+|73-60|+|3560] 
T 


162 
10 7 16.2 


Desviación absoluta media del grupo D 


|54- 60|+|35-60|+|62-60|+|85-60|+|46-60|+|52-60|+l65-60|+|77-60|+|56-60|+|68-60| 
10 


114 
0 7 11.4 


«e Ejercicio 3.2. Encuentre la desviación absoluta media de los grupos 
de datos siguientes: 


a) Tiempo (días) que tardan 24 carpinteros que fabrican una puerta de 
madera. 


ES 
* Cuando mayor es la 
desviación absoluta 
media los datos se dis- 
persan más de la me- 
dia. 


ý 


— Ş§ 


En la desviación abso- 
luta media debes con- 
siderar las diferencias 


*Hacer que los estudian- 
tes observen que en el po- 
lígono los datos del grupo 
D están más concentrados 
alrededor de la media. 
Existe un valor que per- 
mite expresar la concen- 
tración de los datos alre- 
dedor de la media y se le 
conoce como desviación 
absoluta media 


Definición 3.2. (5 min) 
*Presentar el ejemplo 
calculando la desviación 
absoluta media usando la 
fórmula. 


y ©) 
S Ejercicio 3.2 
(20 min) Solución 


Grupo 1: 2, 3, 5, 6, ,4,5, 4,5, 4 
Grupo 2: 2, 3, 6, 2, ,5,3,5,6,6 entre barras de valor a) Grupo 1 
absoluto, de lo contra- O 
b) Cantidad de peces capturados en 16 días de pesca. rio no funciona. Desviación absoluta 
Grupo 1: 0, 10, 20, 30, 30, 30, 40, 40, 40, 40, 50, 50, 50, 60, 70, 80 media = 0.83 
Grupo 2: 0, 10, 10, 20, 20, 30, 30, 40, 40, 50, 50, 60, 60, 70, 70, 80 
Grupo 2 
c) Salario diario de 26 trabajadores en dos empresas Desviación absoluta 
Empresa A: 50, 55, 50, 60, 65, 65, 70, 75, 75, 80, 80, 85, 90 [B] k 
Empresa B: 50, 60, 60, 65, 65, 70, 70, 70, 75, 75, 80, 80, 90 Es media = 1.33 
: E La desviación absolu- b) Grupo 1 
d) Compruebe que al calcular la media de la resta “valor — media” sin va- ta media:nö-se-utiliza HA 
lor absoluto esta resulta cero. i Desviación absoluta 
con frecuencia porque Ñ 
O , o . el cálculo se vuelve te- media = 15 
e) Demuestre lo expresado en d) con la siguiente información: cantidad di E 
i ioso cuando se tienen 
de datos n. los valores de los datos x4, X3, X3, -.-X„ y la media m. Gru po 2 
muchos datos. e 
Desviación absoluta 
media = 20 
Unidad lll + Lección 3 + Clase 2, 3 y 4. Derivación absoluta media, varianza y desviación estándar 139 c) Empresa A 
Desviación absoluta 
media = 10 
Empresa B 
(xı=m)+(x2=m)+(x3—=m)+ =- +(xn5m)  (x1+x2+x2+ + +xn)—(mn) Desviación absoluta 
e) n F n media = 7.69 
xıtx2+tx2+-+xn_ mn mn 0 d) -40- 30-20-10-10 
n n n -10+0+0+0+0-—10 


[Hasta aquí Clase 2] 


+ 10 + 10 + 20 + 30 + 
40=0 
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Clase 2, 3 y 4 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


[Desde aquí Clase 3] 


[B] (5 min) 

¿Cuál es la dificultad en 
el cálculo de la desviación 
absoluta media? 

Concluir que es posible 
equivocarse en el cálculo, 
en el signo, hay muchas 
restas involucradas. 
*Hacer notar al estudian- 
te que si no se utilizan 
los paréntesis se obtiene 
cero por lo que para evi- 
tar esa situación se eleva 
el cuadrado la diferencia 
luego sumar estos valores 
y dividir entre el total. 

A este valor se le denomi- 
na varianza. 


Definición 3.3. (10 min) 
*Calcular la varianza para 
cada uno de los grupos. 
*Concluir que la varianza 
es 317.8% para el grupo C 
y 194.4% para el grupo D. 
M: ¿Qué datos están más 
dispersos? 

Los del grupo C están más 
dispersos. 

M: ¿Por qué? 

Porque en la varianza del 
grupo C es mayor que las 
del grupo D. 


ES 

S Ejercicio 3.3 

(15 min) solución 

a) Grupo 1. Varianza = 1.17 
Grupo 2. Varianza = 2.33 

b) Grupo 1: 425 
Grupo2: 550 

c) Empresa A: 157.10 
Empresa B: 100 
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[C] 


Conocer la fórmula de la desviación 
estándar (7 min) 

¿Cuál es la unidad de medida de la 
desviación estándar? 


Objetivo: 
de datos. 


Evaluación: Ejercicio 3.2 


La desviación absoluta media se vuelve un cálculo poco usual cuando se tie- 
nen muchos valores, por otra parte, no se puede tomar la media de las restas 
“valor — media” porque la suma de las restas es cero, para que la suma no sea 
cero (0) se suman los cuadrados de las restas, luego este resultado se divide 
entre el valor total de los datos a este valor obtenido se le llama varianza. 


Definición 3.3 
: suma de los cuadrados de las diferencias entre el valor y la media 
Varianza = 


cantidad total de datos 


Q: Ejemplo 3.3. Calcular la varianza de los datos de los grupos C y D. 

Solución: 

Grupo C 

Varianza = 

(64 — 60) + (76 — 60} + (56 — 60) + (83 — 60) + (47 — 60} + (85 — 60) +--- 
10 


— Q 
Cuanto mayor es la va- 
rianza, los datos se dis- 
persan más de la me- 
Grupo D dia. 
Varianza = 
(54 + 60} + (35 — 60) + (62 — 60) + (85 — 60) + (46 — 60) + (52 — 60) + --- 

10 


_ (65 — 60) + (77 — 60) + (56 — 60) + (68 — 60) 
z 10 


2 } fi 2+ 2 
_ 66 60) + (43 — 60) Ed 60) +(35 — 60) = 317.8 (9)? 


= 194.4 (%)2 


SX Ejercicio 3.3. Encuentre la varianza de los datos del ejercicio 3.2 inci- 
so a),b) y c) 


La unidad de medida de la varianza es cuadrado de la de los datos. Para 
obtener una medida con la misma unidad de medida que la de los datos 
se toma la raíz cuadrada de la varianza. A ese valor se le llama desviación 
estándar. 


Definición 3.4. Desviación estándar 
Desviación estándar = y Varianza 


EO Ejemplo 3.4. Calcule la desviación estándar de los grupos C y D del 
ejemplo 3.2 


Solución: Grupo C: y 317.8 = 17.83 


Grupo D: y 194.4 = 13.94 
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M: La unidad de la varianza esta ele- 
vada al cuadrado y para eliminar el 
exponente 2 se aplica raíz cuadrada. 


(y Ejemplo 3.4. (8 min) 


RP: (%) 


[Hasta aquí Clase 3] 
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[B] Calcular la varianza de un conjunto de datos. 
[C] Calcular la desviación estándar de un conjunto 


Objetivo: [D] Demostrar la fórmula alterna para calcular la 
varianza. 


Evaluación: Ejercicio 3.5 


X Ejercicio 3.4 
a) Encuentre la desviación estándar de los datos del ejercicio 3.2 (a) 
b) Encuentre la desviación estándar de los siguientes datos: 
bı) Producción en (miles) de sacos de café de 10 caficultores. 
Zona Central: 2.3, 4.5, 2.3, 3.5, 1.3, 3.9, 4.0, 3.3, 3.6, 4.0 
Zona Oriente: 3.7, 5.0, 3.8, 3.4, 4.0, 2.4, 4.2, 2.5, 3.8, 1.5 
b2) Tiempo (minutos) entre el período y la entrega de 12 órdenes de 
pizzas. 
Pizzería A: 18, 30, 35, 25, 30, 15, 21, 24, 26, 27, 15, 20 
Pizzería B: 23. 22, 25, 28, 15, 22, 17, 32, 36, 23, 30, 18 


Q: Ejemplo 3.5. Demuestre que la fórmula de la varianza se puede trans- 
formar de la manera siguiente: 
* la cantidad de datos: n; los datos x1, X2, X3, ..., Xn; la media de los datos: m. 


Li = m}? + (x2 — m}? + > +(x, — m)}?} = A (x12 + x22 + +x,?) — m2 


Es decir que la varianza es igual a la media de los cuadrados de los datos 
menos el cuadrado de la media. 
Solución: 


4 {(x1 —= m)? + (x2 - m)? + => +(x, — m)?) = 


= L [(01? — 2x1 M + m2) + > + (x,2 — 2X, M + m2)) 


= Llora tie) 2M (Aa + xa + xp) + (2 + m2 + + m?)) ETERN 
Catat trn) 


nm? n 


1 2 
= dto) y a tx mt 


= 4 (x12 + x22 ++ +x,2) — 2(m)(m) + m2 


1 
= q 4x2 + 0 + xX) — m2 
Por tanto: 


A 1 
Varianza = y a? +x2 + 0 + x,2) -m? 


SX Ejercicio 3.5. 
a) Calcule la varianza de los grupos C y D del ejemplo 3.2 siguiendo la fórmula. 
b) Encuentre la varianza de los datos de los ejercicios 3.2 (a, b, c) y 3.4 
c) Encuentre la varianza de los datos siguientes empleando la formula. 
cı) Estatura (cm) de 5 estudiantes de un instituto: 163, 172, 165, 166, 174. 
c2) Duración en minutos de 15 discos compactos. 
41, 45, 43, 48, 42, 42, 48, 44, 49, 45, 50, 42, 44, 41, 45. 
Ca) Peso (Kg) de 13 estudiantes: 72, 65, 71, 56, 59, 63, 61, 79, 52, 49, 
68, 55, 50. 
Ca) Calificaciones (%) de un examen de matemáticas de 10 estudian- 
tes: 80, 70, 95, 5, 75, 70, 60, 10, 90, 85. 
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Clase 2, 3 y 4 


(Continuación) 


(Continúa en la siguiente página) 


[Desde aquí Clase 4] 


eo 

S Ejercicio 3.4 

(15 min) Solución 

a) Desviación estándar = 1.08 

Desviación estándar = 1.53 

b1) Desviación estándar: 
zona central = 0.9435 
zona oriente = 0.9684 

b2) Desviación estándar: 
Pizzería A = 5.9838 
Pizzería B = 6.0294 


[D] 


Q: Ejemplo 3.5. 

(15 min) 

*Presentar el ejemplo en 
la pizarra 

M: ¿Qué se pide demos- 
trar? 

RP: Que las dos fórmulas 
son equivalentes 

M: ¿Cuál es el primer paso 
para la demostración? 


*Hacer preguntas para de- 
sarrollar la demostración 
en conjunto 


*Al aplicar esta fórmula se 
debe conocer los datos, la 
cantidad de datos y la me- 
dia de estos datos. 


% 
S Ejercicio 3.5. 
(15 min) Solución 
a) Varianza 
Grupo C = 317.8 


Varianza 3.2 (b) grupo 1 = 400; 3.4) b1) Zona central = 0.8901 Grupo D = 194.4 
grupo 2 = 550 Zona oriente = 0.9377 b) Varianza 3.2 

Varianza 3.2 (c) Empresa A = 139.18; b2) Pizzería A = 35.80 Pizzería B = 36.35 (a) grupo 1 = 1.16; 
Empresa B = 100 c1)18 c2)8.1066 c3)78.56 c4)894 grupo 2 = 2.33 
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Unidad Ill. Lección 3. Objetivo: Aplican los conocimientos aprendidos en la lección. 


Ejercicios de la lección a o 
Evaluación: Ejercicios de la lección 


1.a) Grupo A: 


media = 100 
mediana = 100 
rango = 46 daii 
Ejercicios de la lección 
Grupo B: J 
media 100 1. Se calcula el coeficiente intelectual a 72 estudiantes de dos grupos A y 
A B. Los datos encontrados son los siguientes: 
mediana = 100 
z Grupo A: 
rango = 30 77 85 85 9 30 
1.b) Media y mediana son 933 95 95 95 95 Clase 1 
; ; s 100 100 100 105 105 
iguales, la diferencia 107 107 107 110 110 
es su rango grupo A Grupo B: 
= 46, grupo B = 30 85 89 89 91 91 9 93 93 93 
1 ) 93 95 95 95 95 95 100 100 100 
-C 100 100 100 105 105 105 105 105 107 
i f 107 107 107 109 109 109 111 111 115 
¡Grupo B 


a) Calcule la media, la mediana y el rango de los datos de los grupos A Clase 1 y 2 
yB 

b) ¿Cuáles son las semejanzas y diferencias entre los datos de los gru- 
pos A yB. 

c) Dibuje el polígono de frecuencias de los grupos A y B en un mismo 
eje y compare los resultados. 

d) ¿Qué datos están más dispersos? 


. Se tomaron 10 muestras de 10 estudiantes en dos grupos de noveno 
grado y se les preguntó la calificación obtenida en matemáticas: 


Grupo 1: 63, 64, 67, 68, 69, 70, 77, 79, 80, 83. 


Grupo 2: 62, 65, 67, 68, 70, 74, 76, 77, 79, 82. 


A a 
6070 80 90 100 110 120 130 140 


a) Calcule la media y el rango de los datos del grupo 1 y grupo 2. Clase 1 y 2 
b) Calcule la desviación absoluta media de los datos. 
1.d) El grupo A se disper- c) ¿Qué datos están más dispersos? ¿Por qué? 
z í d) ¿Cuáles son las semejanzas y diferencias de los datos del grupo 1 y 2? 
sa más de la media. 
El rango del grupo A . Eltamaño de un documento digitalizado en la computadora se mide en 
kilobyte (KB) los tamaños de 9 documentos son: 98, 838, 34, 96, 582, 
es mayor que los da- 289, 223, 174, 107. 
tos del grupo B. a) Calcule la media y el rango. 
b) Calcule la desviación absoluta media de los datos. 
c) Calcule la varianza la desviación estándar. Para la varianza utilizar las 
2.a) Grupo 1: media = 72, dos formulas; 
rango = 20 4. Calcule la varianza y desviación estándar para los datos del ejercicio 2. 
Grupo 2: media 72, 
rango = 20 
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2.b) Desviación absoluta 
de la media: grupo 1 
= 6.2, grupo 2 = 5.6 

2.c) El grupo 1 se disper- 


) k 3.a) Media= 271.22 rango = 804. 4) Grupo 1: varianza 45.8 
sa más de la media b) desviación absoluta de la media desviación estándar = 6.77 
porque 6:2 > 3:6 = 198.96 Grupo 2: varianza = 38.8 
2.d) En ambos grupos, las c) varianza = 63764.04 desviación es- desviación estándar = 6.23 


medias son iguales y 


m tándar= 252.52 
su rango también. 
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ESTELA B 


Prisma labrada de forma cuagrandular, tallada en roca de toba volcánica, 
representa en su cara principal a un personaje ricamente vestido y ataviado con 
ornamentos. Se trata de la representación de décimo tercer gobernante de 
Copán, Uaxadajuun Ub'aah K'awiil, también conocido como 18 Conejo, 


Los ricos atavíios de este personaje al parecer representan un rito relacionado 
con el inframundo. 


Fotografía: © José Antonio Ramos Cartagena, 


República de Honduras 
Secretaría de Educación 


